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S/if  rjfirlri//cs  fonctions   dv  point    dans   le   mouvement 
d'un  jluide ; 

Pau   m.    IVui.  APPEI.I.. 


i.  Lorsqu'on  clutlic  aiial}li(jucnicnl  le  inouveiiieiil  duii  lliikk',  il 
est  êvlilenl  qu'il  faut  chercher  à  mettre  en  évidence  les  combinaisons 
anal\  li(|ues  qui  représentent  des  élénienls  géomélri(|ues  ou  cinéina- 
(i(|uos  indépendants  du  choix  des  axes;  ce  sont  là  les  seuls  élénieiiK 
(]ni  puissent  avoir  une  signification  pliysi(pie.  (".es  éléments  sont  df 
deux  sortes  :  ce  sont,  ou  bien  des  l'citeurs  délinis  eu  chacjue  point  du 
iluide,  eomuir  la  \itcsse,  l'accélération  ou  le  touri)illon,  ....  ou  bien 
des  quaidilcs  aliitdiriques  ayant  une  valeur  déterminée  en  chaipie 
point  1'  du  fluide,  comme  la  j^raudeur  de  la  vitesse,  la  j^randeur  du 
tourbillon,  le  produit  géométri(pie  de  la  vitesse  et  du  tourbillon,  rte.: 
nous  a[)pellerons  ces  (ju(attit<'s  alisèhriques  dos/onrtious  du  point  V  : 
elles  s'expriment  aiiaivti(pii'iiiiMit  en  roiielion  des  coordonnées  ./•.  i-,  : 


()  PAUI,    APPELI.. 

(lu  poiulP,  mais  leurs  valeurs  en  un  point  1'  sont  i/iifi'pe/iif(i//fi:s  du 
rlioix  des  axes. 

Pour  Télude  ella  formation  systématique  de  grandeurs  veeloriclles 
el  de  fonctions  de  point,  dans  toutes  les  ([uestions  où  elles  peuvent  se 
présenter,  nous  renverrons  au  Mémoire  de  M.  IIeiiskicii  Bluciviiaudt 
{Naclirichten.  dcr  RôniiiUchcn  Gesellsc/tafl  dci-  Wissciischaften 
zii  GuLlingen;  i8ç)3). 

Nous  nous  proposons  ici  d'étudier  quelques-unes  de  ces  fonctions  de 
point  dans  le  mouvement  d'un  fluide,  en  nous  limitant  aux  fonctions 
([ui  sont  formées  uniquement  avec  les  dérivées /j/'em/è/'e*  des  compo- 
santes de  la  vitesse  par  rapport  k  x.,  y^  z  et  à  celles  qui  s'y  rattachent. 

2.  En  employant  les  notations  dites  A'Eider,  désignons  par  //,  f,  o- 
les  projections  sur  les  axes  rectangulaires  fixes  0.r,  O^',  Or,  des 
composantes  de  la  vitesse  W  de  l'élément  fluide  qui,  à  l'instant  /, 
passe  au  point  P  de  coordonnées  a;,  y,  z.  Nous  nous  proposons  de 
construire  les  fonctions  de  point  qu'on  peut  former  avec  les  neuf  déri- 
vées partielles  du  Tableau  suivant  : 


(0 


D'après  les  notations  bien  connues,  de  la  théorie  de  lélasticité, 
nous  poserons 


du 

du 

du 

d.l' 

~ày  ' 

dz 

Or 

dv 

dv 

c/.r  ' 

à/ 

dz' 

dn' 

(Ar 

diV 

dx' 

d)' 

dz 

du 

dv 

dw 

de' 

'■^-oy 

S:, 

^' 

d^v         dv 
dy  "^  dz' 

du          d^v 
"-    ~  dï  ~^  lî?' 

Ya   = 

dv           du 

dx        dy' 

J.r         dv 
dy         dz' 

du          dtv 

'■''"'' ~  dT  ~  :JT' 

<  = 

dv         du_ 

d.r        dy' 

(■^) 


on  sait  (pie  les  (puintités  S,  rj,  "Ç  sont  les  [)r(îjections  du  vecteur  tour^ 
billon  ii  relatif  au  point  i\ 


FONCTIONS     DE     POINT    DANS    LE     MOI  VEMENT    D  LN     FLUIKE.  ^ 

Si,  au  point  P,  on  considère  un  élément  linéaire  fluide  d.i  issu  de  P 
et"  ayant  pour  cosinus  directeurs  a,  p,  7,  au  temps  t  +  dt  cet  éléuienl 

a  pris  une  lonj^ueur  f^s,,  son  coeflicient  de  dilatation  est — —. — '-■  Los 

coordonnées  duii  point  de  ds  étant  x,  _)',  z,  celles  du  point  corres- 
pondant de  r/.v,  seront 

.i-,  =  ./,-  -+-  Il  dl,         y\  =  y  -!-  \dl,         :,=  :■  -h  w  dl; 

on  en  déduit 

dx,  =  dx  +  (^//-z'  +  ~ily  +  —dz.yi/,  ...  ; 

puis,  en  négligeant  les  liTinos  en  d/-  cl  |«)s;nil  dx  =  a  </.v,  dy  =  ,3  </.y, 
dz  =  '■  ds, 

ds\  =  ^/*=  [  I  -4-  2 ( c,  a-  -)-  £.  ;i-  +  ij  Y"  +  7,  37  +  y.ya  -+-  7, a^)r// 1. 

Extrayons  la  racine  carrée,  en  développant  le  deuxième  membre 
par  la  formule  du  binôme  et  retenant  seulement  les  termes  en  di,  nous 
aurons 

tel  est  lo  coeflicient  de  dilatation  de  l'élément  ds  pendant  le  leni|)s  dl. 
En  divisant  par  (//,  on  a  ce  (pi'on  peut  apj)eler  la  vi(rssr  dr  dilala- 
lion  \  (a,  p,  y)  de  l'élément  linéaire  ds  issu  de  P  dans  \i\  direc- 
tion a,  ^,  Y- 

(4)       V(>,  ^,  y)  =  £,  a-  -f-  £,3'  -+-  £37=  +  Y.  ?Y  -f-  ^'2"^  +  Ys^t,^- 

Un  jiiiil  alors  écrire  la  formule  (3)  comme  il  suit  :  appelons  /  la 
longueur  de  rélémcnt  in/îninient  petit  ds  issu  de  P,  /  ■+■  dl  sa  lon- 
gueur (fs,  à  l'instant  /  4-  dt,  on  aura 

(0)  j-j-^=r\ia,%^;). 


PAUL    APPELL. 


(]('s  formules  rêsiillenl  des  formules  classiques  de  la  déforiuation 
iiiliiiiment  petite  d"»n  milieu  continu;  nous  en  avons  rappelé  la 
démonstration  pour  préciser  le  sens  de  nos  notations. 

Le  cône,  réel  ou  imaginaire,  formé  par  les  directions  issues  de  P  cl 
annulant  V(a,  p,  y)  est  le  cône  formé  par  les  éléments  fluides  qui  ne 
subissent  ni  allongement  ni  raccourcissement  pendant  le  temps  dt  sui- 
\ant  l'instant  /  :  on  peut  appeler  ce  cône  le  cône  des  ditatations  nullr.s 
au  point  P  à  l'instant  /.  Ce  cône  a  évidemment  une  situation  indépen- 
dante du  choix  des  axes.  Il  en  est  de  même  du  cône  supp/t'menlain' 
(•htenu  en  annulant  la  forme  quadratique  adjointe 


(<■') 


+  2(y,Y3  -  2£,Y,  )^Y  +  -'-(YaT.  —  '-^^..72)72 

+  2(y,Y.-2S:,Y.)^?- 


o.  Cela  posé,  les  six  quantités  suivantes  ont  des  valeurs  indépen- 
dantes du  choix  des  axes  reclangulaires  et  sont,  par  suite,  des  fonctions 
du  point  P  : 

(I)  0     ^c,4.e^+j^„ 

(II)  0       =Y'  +  T'+Y^-    1  <>:;':.  +  -:!-.+  ^.-J' 

(ill)  y.    =..'iç,E,z^,  +  Y,7=V:.-- ^iï'-^^y'-^^.Y3- 

(IV)       ii,=  ^^  +  r;-+r^ 

O')        9  =£,^'  +  î,T;-+£,r=  +  7,T;:  +  7,"c?  +  7,;r., 

(Vil  +4(s.s,-7:)r=4-.(7,y,-2s.7,)^: 

(  +,(Y,Y.-as,Y,)r^4-2(Y.Y.--^s,Y:,)iy]. 

(Jhacune  de  ces  six  quantités  est  homogène  par  rapport  aux  dérivées 
du  Tableau  (i).  Les  trois  premières  dépendent  seulement  de  la  défor- 
mation :  ce  sont  les  invariants  élémentaires  de  la  forme  quadra- 
tique ^  (X,  \  ,  Z).  Les  trois  dernières  dépendent,  en  outre,  du  tour- 
billon   :    la    (piatrièiiie    ii"    est    le    carré   du    vecteur    lourbilion:    l:i 


FONCTIONS     DE     POINT     D\NS    T.K     MOLVEMENT    D  UN     FLUIDE. 


ciii(|uirmc  csl  (''jialo  au  prodiiil  de  il-  \>;u-  la  vitesse  de  dilalalion  --  -j-  de 

l'élément  fluide  /,  issu  de  Pet  diri^^é  suivant  le  vecteur  tourhillon  Cl: 
la  condition  9  =  osif^nifio  que,  au  point  V,  le  vecteur  tourl^illon  Q  est 
situé  sur  le  cône  de  dilatation  ntdln\  la  condition  -l  =  <>  sig^nifie  ((ue 
le  tourbillon  est  sur  le  cône  suppiénientaiie.  Les  trois  dernières  fonc- 
tions sont  nulles  quand  le  tourbillon  en  P  est  nul. 

Ces  six  invariants  (I),  (II),  ...,  (^I)  sont  indépendants  d'après 
leurs  significations  géométricjues.  Mais  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  six 
fonctions  des  neuf  dérivées  du  Tableau  (i)  qui  soient  indépendantes 
du  choix  des  axes,  car,  en  faisant  tourner  les  axes,  on  dispose  de  trois 
angles  arbitraires  et  l'on  peut  faire  prendre  à  trois  des  neufdèrivécsi'i) 
ou  à  trois  des  neuf  quantités  (2)  des  valeurs  arbitraires. 

Toule  autre  fonction  des  neuf  dérivées  (i),  indépendante  du  choix 
des  axes,  pourra  donc  s'exprimer  en  fonction  des  six  fonctions  fonda- 
mentales (I),  ...,  (VI). 

Pai'  cvemple,  le  déterminaiil 


H 


est  uni'  fniiclioii  du  point  P: 
six  fondions  foiidanifiilalrs 


^  7)        '  ,i.r  —  ; 


-  =  -r..  —  r„ 


Ou 

du 

do 

dx' 

àr 

dz 

Ôv 

dv 

dv 

dx' 

ày 

dz 

d>y 

diV 

J.. 

àx 

'>.)• 

'       dz 

il  es 

L  facil 

'  (le 

lui 

•llcU 

on  a. 

du 

dy  ■ 

1 

,  -  '-'. 

=  £2. 

3  ' 

.  +  : 

re\])riiiier  en  fonction  des 


du 
dz 

dz 

dit- 
dz 


Porliiiit  ces  expressions  dans  le  déteniiinaiit  II  et  développant.  011  .1 

(S)  ii  =  ;x-f-9. 


Juuiii.  de  Math.  (  J'  scric).  li.iiic  IX.  —  l';ise.  1.  i<j«.K 


lO  PAUI.    APPELL. 

De  même  l'expression 

,    IV  =  (2£,^  +  Y,-^  4-  Y-/0-+  (T:.?  -+-  2^,-^  +  Y.O' 

est  une  fonclion  de  point,  facile  à  exprimer  à  l'aide  des  six  fonctions 
fondamentales.  En  effet,  on  a 

K-  ',0^  =  ï^[y^4-y|-4£.(£.  +  ^,)]+..+ ay)i:(Y.7.-2ï. 7.  )  +  ■•■• 
en  rolranchant  de  celte  expression  le  produit  Q*o,  on  trouve 

lv-,^0^-O^O=(i£,£:,-Y;)î'+---+2(Y.Y:.-2^.7.»V^---  =  ^- 

Donc  enfin 
(lo)  K  =  /iOç. -H  O-o-H  •}. 

i.  A  l'instant  /,  dans  chaque  particule  fluide,  les  six  ((uaiitités  (I), 
(II),  ...,  (VT)  ont  des  valeurs  déterminées.  Si  Ton  suit  la  particule 
dans  son  mouvement,  ces  six  quantités  sont  des  fonctions  de  t;  leurs 
dérivées  totales,  par  rapport  au  temps,  sont  évidemment  d'autres 
fonctions  de  point,  c'est-à-dire  d'autres  fonctions  ayant  à  cliaque  ins- 
tant t,  en  chaque  point  P,  des  valeui^  indépendantes  du  choix  des 
axes.  Seulement  ces  nouvelles  fonctions  dépendent  non  seulement 
des  neuf  dérivées  (i)  du  vecteur  vitesse  W(w,  v,  w),  mais  aussi  des 
dérivées  analogues  du  vecteur  accélération  J  :  elles  sont  égales  à  un 
invariant  simultané  des  vecteurs  vitesse  et  accélération  suivi  d'un 
polynôme  entier  en  0,  S,  x,  Q-,  o  et  '\/. 

Nous  appellerons  a',  v'.  w'  les  projections  sur  les  axes  de  l'accélé- 
ration J  de  la  particule  fluide  qui,  au  temps  /,  se  trouve  au  point 
V(x,y,  :■).  Les  quantités  «',  c',  «i  '  seront  ainsi  des  fonctions  de 
x,y,z,t. 

Rappelons  que,  si  l'on  a  une  fonclion  F{x,y,Zj()  des  coordon- 
nées X,  y,  z  d'une  particule  fluide  et  du  temps  /,  la  dérivée  totale,  par 

rapport  au  temps,  -t->  de  celte  fonction,  prise  en  suivant  la  particule 

dans  son  mouvement,  est 

^l-        àF  dl'  dF  dF 

(Il         àx  oy  d:  01 

u,  (-■,  W  désignant  les  projections  de  la  vitesse  de  la  particule. 


fONCTIONS    DE     POINT    DANS    I.E     MOL\EMKNT     I)  LN     H.LIDK.  I   I 

On  a  ainsi,   pour  les  projections  de  raccéléralion  J,  les  foinitili> 
classiques 


(J) 


Nous  déduirons  du  vectelir  J(«',  v',  tv')  neuf  quanlités  analogues 
aux  quantités  (■?.)  déduites  du  vecteur  vitesse,  en  posant 

du' 
=  dJ' 


,  (lu  du  du 
dt           dx              dy 

du             du 

•  -(-  -p-  IV  -h  -r- 

d:              dt 

dy  dy  dy 
dt         dx            dy 

dy             dy 

•  -4-    J-     U'  -t-    -r- 

d:              dt 

diy  dty  diy 
dt         dx             dy 

J.r             d^y 
■-^S''-^-dI 

dy' 

diy' 

ày' 

^'    =^' 

du'        d>y' 

dy'  du' 
"'  ~  di  ~*~  dT- 

du'         d^y' 
in  ~   d.v' 

^y,_di-'  du' 
-^  —  dx          ,)y 

r      X  .  <}»•'         dy' 

J, dn^         dy' 

'■  ~   dy  dz'  ~' 

Les  quantités  ^',  Y]',  ^' sont  les  projections  d'un  vecteur  Q,  issu  de  l', 
constituant  le  tourbillon  de  l'accéléralion,  ou  encore  Vacrèlèration 
rolatoiif,  suivant  Tcxpression  de  M.  Maurice  Lévv  ('). 

^'ous  allons  calculer  les  dérivées  totales  par  rapport  au  temps  di-s 
cinq  pi.niières  fonctions  fondanientales  0,  o,  x,  li',  c.  l'oin-  cela,  nous 
calculeiitiis  d'abord 

^,      ...,     ^,     ...  et         ''' 

dl  dt  dt 

ii.   i'iilrul  de  ^4^>'-^  cl  -^-  On  a 
dt     dt        dt 

di,        d^i        ,    dii       ,    dl,  d'., 

dt        dx  dy  dz  de 


(')    L'Iiydrodynaniique  moderne    et    r  hypothèse   des   actions   à   distance 
{Reyue  i;ciicrale  des  Sciences  pures  et  applitjuées,  i5  décembre  1890). 
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du 

ou,  coiiime  £,  =  -^: 

a.i- 


cil,  d- Il  d- u  0- Il  f)- Il 


à   /Ou  du  au  J(/\         r  /f)u\-        du  /ii-         du  div'l 

J^ydl-"'^  dy  '"  "•"  J7  '^'  "^  dï)  "  L  \<^/    '^  dy  d^'^  dl  Ji  J  ' 


ce  qu'on  peut  écrire 


<h^  _    d_(du' 
m         'dx  \di 


\ldu\r         du    di-  du  di\l 

l\dl')  "^  57  d?  "^  57  S7  J 


D'où  enfui,  d'après  les  expressions  (7)  de  y-_>  ...,  --  en  fonction 

des  £,-,  7,-,  ^,  Y],  "C,, 

On  aurait  évidemment  deux  formules  analogues  pour  t.,  et  £.,. 

Calculons  de  même  les  dérivées  totales  de  y,,  y^,  y,,,  E,  y],  i^  par 
rapport  au  temps.  Tout  d'abord,  on  a,  par  une  transformation  iden- 
tique à  la  précédente, 

d  / dt\'\  d  f  dw\        1  d\v  du        dw  di'         dw  d»'\ 

di\à^)~  à^yiïï)"  [d^  d]^  ^  d}  d^  ~^ 'd^  dy  )  ' 

dlKTz)   '~  dz\dt)    ~  \dJC  in  '^  dy  dl   ~^  dz   JI  )  ' 
D'après  les  notations  précédentes,  on  a  donc 

*vs) =S'  -[aï.--^)(-:T.-ï)-(h-.-y(=.-'.)]- 

En  ajoutant  ces  relations  membre  à  membre  on  a 

('-0  '^'  =  Y,  -  [^Y.73 + Y, (i,  +  £3)  ^  2r;:J 

et  deux  evpressions  analogues  pour  les  dérivées  de  y.,  et  y,. 


^      '\dldv 


FONCTIONS     DE     l'OINT    DANS    LE     MOUVEMENT     1)   L  N     FI.MDE.  l    ', 

En  rclrancliaiit  mrmhri'  à  niomhre  les  deux  relations  (i3),  on  a  de 
même 

ou,  en  rom|ila(;aiit  t..  -(-  î.,  par  0  —  c,, 

('^,)  ^'  =  ?  -  0;  +  £,  ;  +  -y,T^  +  -y,^; 

par  poi  mulalioii  circulaire,  on  oblienL  doux  loriiiules  analo;,'ues  poui' 
les  dérivées  totales  de  y)  et  de  C- 

On  j)eut  remarquer  que  ^',  yj',  T  seraient  nuis  si  les  accéléralions 
dérivaient  d'un  potcnlic.'l. 

Si  l'on  appelle  p  la  densité  du  lluidi'  à  l'iiistaMt  /  au  |)oint  /■,  y,  :. 
l'équation  de  continuité  s'écrit 

<-V  ■     "  =  -;% 

on  voit  alors  que  les  équaLions  telles  que  (iG)  se  ramènent  facilement 
à  des  é(iuations  données  par  Ilelmlioltz.  En  cU'et,  en  y  rem[)la(;anl  0 
par  sa  valeur  (17),  on  a 


ci  /'i\        i'  î         I        T,         I 


cette  éipiation  n'est  autre  chose  (ju'une  des  éijualions  de  llcliuliollz. 
reproduites  dans  le  Tome  lll  de  mon  Traite  de  Mécaniqui-,  p.  j'x». 
avec  riiypothèse  (pic  laccélération  u',  r',  ^v'  dérive  d'un  poli-irtiel 
Q(.f,y,  r,  t),  ce  qui  rend  nuls  les  termes  ^',  t]',  Z'. 

(i.   Cnhui  (Ir  ~  ■   -  D'après  les  Compressions  (^  I  2^  de -yj,  on  a  iinrné- 
(liali'ineiil 

(18)  ^  =  £.  +  £: -^£;-o-- ^0-r  2i2^ 


l4  PAUI.    AITELI.. 

OÙ  le  premier  terme  du  deuxième  membre  est  une  fonction  de  point, 
la  divei'gencc  du  vecteur  accoléralion,  d'après  une  terminologie 
expliquée  dans  le  Tome  III  de  mon  Traité  de  Mécanique,  Cha- 
pitre XXVIII. 

Par  exemple,  si,  dans  un  liquide  incompressible,  la  divergence  de 
raccélération  est  nulle,  on  a 

0  =  0,      £',  +  £.;+£;  =  o  ; 
donc 

0=  \Q.-. 

7.   Calcul  de -^-  —  D'après  la  définition  de  o,  on  a 

En  remplaçant-^'  et  -^  par  leurs  expressions  (12)  et  (14))  nous 
aurons  une  somme  qu'en  peut  écrire 

^  =  2I[y,y;-  2(£,  +  £3)£;j-3y,y,y, 
-/,o^2:(£,+  £3)  +  42:(£.  +  ^3)^', 

où  chaque  sommation  i  est  étendue  aux  trois  termes  obtenus  en  per- 
mutant les  indices  i,  2,  3  et  les  lettres  \,  •/;,  Ç. 
Or  on  a  immédiatement 

-22y;(^.  +  ^3)  +  I(t;  +  tD(^.+  ^3)-3Zy;£,-0(y;  +  y^-kyD. 

On  peut  donc  écrire,  d'après  les  expressions  de  S  et  x, 
(19)      I  =  22[y,  y;  -  2(£,+  £3)£;]  -  3y.  -  os  -  4o  -  4ii-^0. 
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Dans  cetlo  formule,  le  premier  terme 

csl  mu;  fonction  de  point  :  c'est  un  invariant  simultané  des  deux 
vecteurs  vitcs.sn  (u,  v,  w)  et  accélération  («',  (/,  iv'),  qui  se  rattache 
à  l'iiivarianl  analogue  à  o,  relatif  à  la  forme  quadratique 

(£,-,- A£;).v-t-(£,  +  Ac;^)Y-^-^(>,-HA£;)Z^  +  (Y,-4-AY:)(Y,-+-AY;)Vz 

-^  (7:.  +  >-;■)(  Y.  +  >-y;  )Z\  +  (v,  -H  Xy, ) (y.  +>-■;'.  ^'^-^  : 
i'iiivaiiaiit  analo^'ue  à  o  est,  pour  cette  forme, 

S(X)  =  v[(Y,  +  XYi)^-   'i(£,-^A£:)(>3+A£jj 

=  o  +  AhIV.Y;-4I(s.c3  +  £3Ç)l  +  A^o'. 

Le  coefficient  de  A,  invariant  simultané  des  deu\  formes  (piadra- 
liques,  pour  tout  cliangement  d'axes  rectan<rulaires,  csl  précisémenl 
la  ([uaiilité  o„, . 

8.    Calcul  dc-^-  —  I>a  vali-ui' di'vclonnée  de  ^"  est 
di  '  '  (It 

en  y  riinpla(;anl  -^  et  -^  par  leurs  expressions  ('12  )el  (1  {),  on  a  (Unie 

-  1-(Y^  +  yD(4ï.£3-vÏ)  -  l-Y.Ya(r.Y3-^^.Y.) 

-  lY.  (Y. Y:.  -  2'.  Y.  )  ('.  +  s»)  +  ii=:î:(1'.^3  -  y;  ) 

-  ÏK  ÎÏ.C.1  — T',)r  +  2(  Y.Y:.  -  -^ï.Y.  Vr,r|. 

I^e  eoi  Ilicient  de  Q^  est  —  0;  la  dernière  somme-  est  ■\.  L  ensemlile 
des  autres  sommes,  en  laissant  de  côté  la  première,  peut  s'énirr 

-U.s.^,o-+-ic;Y;-{i:(r3  +  ï;)('i'.^3-v;) 

-;-Yh'-'JY.Y.Yi+-*-'.YU^=+'3}- 


iG  PAlI.     Al'PKLI.. 

Remplaçons,  dans  la  dernière  somme,  £.,-+-£,  par  0  — î,.  nous 
aurons 

—  0(4£,£2£3+  Y1Y2T:.— '.y'  -  ^."2—  ^^ïD 

Dans  cette  expression,  la  deuxième  ligne  est  idenliquement  nulle, 
el  la  première  est  —  Ox.  Donc  enfin 

(20)      ^  =  2:[(4£.^.-t;)<  +  (y.ï3-2^,y.)y;J-^^^-'^>^-^- 

Dans  celte  équation,  le  premier  terme  du  second  membre  est 
encore  un  invariant  simultané  des  vecteurs  vitesse  et  accélération. 
Dans  un  liquide  incompressible  animé  d'un  mouvement  irrolationnel, 

(0  =  o,  O  =  o),  cet  invariant  est  égal  à  -' ,  car  ■\i  est  nul. 
9.   Calcul  de  ~-  On  a 

clt 


■  dt  I 


Remplaçant  -,-,  ~,  ~  par  leurs  valeurs  (iG),  on  obtient  immé- 
diatement 


Le  premier  terme   du  deuxième   membre   est  le   produit  géomé- 
trique  £2Q'cos(i2,  ii)    du    tourbillon  il  et  de    l'accélération    rota- 

toire  Q';  la  quantité  0  est  égale  à -,--  enfin  ç-  est  égale  k  Q^j-r-; 

l  désignant  la  longueur  d'un  élément  linéaire  infiniment  petit,  issu 
de  P  à  l'instant  t  dans  la  direction  L*,  et  / -h  dl  sa  longueur  à  l'ins- 
tant  t-^dt.    On    peut  donc     écrire,    en    divisant    tous   les   termes 
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■2Ù, 


Dans  le  cas  où  ù'  cos(ÙM')  est  nul,  soil  (|uc  il    étant  nul.    I.s 
accélérations  dérivent  d'un  potc-nlicl,  soit  (luc  12'  fasse  un  an<'le  dmii 


avec  L',  on  a 

f/  /a 


équation  qui  exprime  une  propriété  élémentaire  des  tubes  d.-  tour- 
billon  infiniment  déliés,  comme  on  le  verra  dans  mon  Trail,-  ,(,■ 
Mi-raiiuiuc  ralioiinrllr,  i.  Hl,  p.    >«,(>,  n"  7(;(l. 

10.    Cakul  dr  -^--  —  En  remanpianl  (pie  l'expression  (i6)  de  ''' 
[icul  s'(Ti-ire 


'"  ''   I"""' ;/7  '  <^"^|"''^'^^">'i  suivante: 


V,(£,  -1-  -,  )    r. 


Les  deux  dernières  sommes  se  détitii>eiil  ;  «ni  a,  i|e  plu^, 
K  dcsij;nanl  l'invariant  (9)  calculé  précédemment.  Pour  évaluer  |ei,- 

Journ.  de  Math,  (h-  scnc),  lomc  l\.   —    Thm  .  1 !.  J 


l8  .  PAUL    APPEI.L. 

scinhlc  (les  aulrcs  termes,  rcmarrjuoiis  ijiie 

On  en  conehit  : 

où  le  deuxième  nombre  forme  l'ensemble  des  termes  restant  à  évaluer. 
On  a  ainsi 

OU,  enfin,  eu  remplaçant  Iv  par  sou  expression  (lo), 

Dans  cette  expression,  chacune  des  sommes 

est  une  fonction  de  point  dépendant  des  dérivées  par  rapport  {\x,y.  z 
(les  deux  vecteurs  (//,  c,  a)  et  (^;/',  i',  ir').  La  première  somme  seiail 
nulle  si  les  directions  du  louii)illou  (?,  y],  "-^)  et  de  raccélération  lola- 
toire  (^',  Y]',  "C)  étaient  conjuguées  par  rapport  au  c(Hie  des  dilalalions 
nulles. 

il.     Ri-itiarijur .    —    Eu    désigiiaul    par   A    nue    ipieleouque    des 
(puitre   (juaulités   0,  o,  y.,  ç^,    on  reuiar(piera   i|ue,   dans  l'expression 

de  -T")  liaure  le  terme  —  OX.  Si  Ton  fait  i)asser  ce  lermc  dans  le  premier 
al       ^  '  ' 
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iiiriiiliro  on  n'iiipliK.-ant  0  par  —  -  -j-,  on  a,  dans  le  preiiiiiT  iih'iiiIh"'. 
la  (|ii;mfitc' 

TU  ~~  1.  ih  ''"  ^  Jt  \  %  )  ' 

<  )ii  oliliciil  ainsi,  à  la  place  des  formules  (i8),  (iç)),  (20)  cl  ("-î.'}^, 
des  l'oiinnles  nn  peu  plus  simples  donnant  les  dérivéesde -,  -,  -,  ^  par 

lappnll  ;■,  /. 

Dans  le  cas  où  le  iiiou\eiiienl  est  iiiolaliunnel  pour  la  pailiciih- 
(■oiisiili'rée,   les  trois  premières  équations  deviennent 

A.  II.  (.  (Iésii:iiaiil   li's  liois  invariants 

Si  1  iiixariant  (!  était  constainnienl  nul.  mi  m  (ii'dnirail  ipie  -  reste 
eoiistaiil  dans  la  molécule  correspondanle.  S'il  était  possible  «pir  (  ; 
l'I   IS  lu>>ent  conslamnienl    nuls,  on  en  di-diiiiiiit  ipie  -  est   coii>l.iiii 

cl  -  uni'  fonction   linéaiic  de  /. 

f 

1*2.  hi'S  inélliodes  analo^nies  peuvent  élre  appliipiées  à  toutes  les 
ionclioiisde  points  formées  avec  1/,  c,  ir  cl  leurs  dérivées  des  di\erN 
oiilrrs  par  rap|)ort  à  ./',  r.  r.  par  e\em|tl.- aux  fcmcliuiisW  '.  \(//.  i\  w  1. 
\„(  //.  r..v).  iiWcos(ii,W),   .... 
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Suf  les  percussions   dans   les   système^'   non   liolononics ; 
Pvii   \\M.  I(E(;1I1.\  Il    HOUSSEAU. 


<)ii  -;iil  ([uc  Ii's  r-i|iiiiti(>iis  de  Lagrangc  s"a|>[>ll(|iii'iit  au  inouvcineiit 
(1  iiii  >\>l('iiu-  lioliitiDiiu^;  on  peut  en  flédiiirc,  cuiiiiwc  la  montré 
M.  .\|>|ii'||  (Journal  (l<;  Malliénialiqin's,  i8()(i,  premier  fascicule), 
une  l'oiMic  simple  dos  équations  donnanl  la  lliéorie  des  percussions 
pour  un  système  de  cette  nalure.  On  sait,  daulre  part,  cpie  les  équa- 
tions di'  l,a};^range  ne  s'appliipicnl  [)lus  (piand  certaines  liaisons  ne  sont 
pas  e\|>ilnial)I('s  par  des  relalions  en  tenues  finis,  c'est-à-dire  (juand 
le  s\slriiir'  ifi-^i  [ihi-  liuliinome  ;  ou  peut  alors  remplacer  eu  Dvna- 
Miiipir  h-  é(pialioiis  de  Laj.;range  [)ar  celles  (pie  M.  .Vppell  a  iudi<piéi's 
dans  II'  Journal  dr  Crclle  (t.  121)  et  di"\elo|i|)(''cs  dans  deux 
Mémoires  insérés  au  Journal  de  Malln'-niiilli/in:s  (  i()on,  premier 
fascicule,  et  i()oi,  premier  fascicule). 

Nous  nous  |)roposons  de  montrer  <iue,  même  pour  ces  dci'iiiers 
systèmes,  ou  peut  conserver.  |)oui'  la  théorie  des  percu>-ioiis.  la  forme 
il  l'iiii.ii  i(  .11^  deiliiiii'  Ai'>  (''(pialiiius  de  Lajfraiige. 

l'niir  t  «la.  uciiis  etaliliiuiis  eiite  forme  d'étpiations  [■.n  um-  jui  ilmdi- 
iiouv(dl<;  qui  nous  piMiiniiia  di'ii  <;'éuéraliser  l'application. 

( '.oii>ii|.  I  oiis  uii  système  île  corps  solides  s<mmis  à  îles  liaisims 
e  \pii  II  ial>le^  par  des  éipia  lions  iiiléi;ral)les  ou  non.  Soit-ut  '/,.  y.. ,  ....  y*, 
les  paramèiri's  indépendants,  delinissant  la  position  du  système. 
Su|)pos(>ii>  qui",  pemlanl  l'inlei-xalle  de  tenqis  /„/,,  ou  introduisi- d<- 
iiiiiixclliN    h, lisons   et    (les  |n.'rcussions  données.   Parmi  ces   liaisoii<. 


22  BEGUIN    KT    liOlSSKM". 

un  c'crlain  nombre  pouiTonl  s'exprimer  par  des  relations  en  termes 
finis  de  la  forme 

1   ?.('/,, 7=,  ••■,</*,  0  =  o. 

.  )   ?2(y.,7.;  ••••'/*'    0  =  "' 


o,(y,,y,,...,yA,   0  =  0 


cl    (l'aiilres  par  des  relations  dillcrentielles   non    inlcjj;ral)!cs    de    la 
l'onnc 

I    A,,</y,  +  \,.dq.,  +  ...+  Aadqk+  \,dt  —  o, 


(  A,,dq,-h  A,o  f/^,  + . . .  -1-  A,A  f^y/i  +  As  dl  =  o. 

11  est  bien  entendu  que  ces  liaisons  n'existent  pas  forcément  toutes 
à  l'instant  Z^,  mais  qu'elles  s'établissent  progressivement  de  façon  à 
avoir  existé  à  l'instant  /,. 

Pour  trouver  l'étal  des  vitesses  à  l'instant  t,,  nous  savons  qu'il 
suffit  d'exprimer  que  le  système  des  vecteurs,  représenlanl  la  variation 
(il'  (piaïUité  de  mouvement  de  chaque  point  changée  de  sens,  fait 
(■■ijuilil)re  au  système  des  vecteurs  qui  représentent  les  percussions. 

()//  csl  donc  ramené  à  un  problème  pureinenl  i^éunièlriqiie  : 
l'i'uj((ilihrf  d' un  sy.slème  de  vecteurs. 

Nous  le  traiterons  en  applifjuant  le  principe  des  \  ilesses  virliii'lle.-. 
Nous  écrirons  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  tous  ces  vecteurs 
est  nulle  pour  tout  déplacement  compatible  avec  toutes  les  liaisons 
introduites  ou  préexistantes.  Nous  supposerons  que,  dans  ces  déplace- 
ments, les  percussions  de  liaisons  donnent  des  travaux  virtuels  nuls. 
(Je  sera,  par  exemple,  le  cas  d'un  corps  qui  vient  heurter  un  plan  sur 
lequel  il  peut  glisser  avec  frottement,  ce  frottement  étant  assez  consi- 
dérable pour  (pi'à  la  fin  de  la  percussion  le  corps  roule  sans  glisser. 
La  percussion  sera  alors  représentée  jiar  un  vecleui'  quelconque 
applicpié  au  poiiil  île  eniilacl;  et,  pour  Uml  (li'plarcnniii  \irtuel  d.'ins 
lc(|uel  le  curiis  rouli'  sui'  le  plan,  li'  lra\ail  de  ce  vecteur  sera  nul. 
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\iiiis  j)os('i'Oiis  : 
>^.=  ?.(-/.>  7. 7*'  0 


A,.  =  "iri/h-^'li,  ■■■^qk^  'N  '"'l^v  =  A,,  dq,  -f-.  .  .+ A,*(///*-f-  A,^//. 

t;,i  „  —  /^  —  ,—  s,  on  pourra  picucli'L-  pour  parainùln?s ,  au  liiii 
(le  7,'/...- 7*.  1''^  ([uantili's  A,A..../v;  a,a....u.,;  q,q2--q,i-  l-'-> 
iinuM'IIrs  liaisniis  iiilroiluilrv  ~'c\|ii  imci'onl  [)ar  1rs  ('-qualious 

A,  =  (),      .  .  . ,      /v=  o ;  dix,  =  o,      .  .  . ,      du.,  =  o. 

('alculons  dans  ces  conciliions  les  travaux  virtuels  de  ces  vecteurs  : 
1"  Travail  virtuel  des  variations  des  quantités  de  niomcmenl. 
—  L'expression  de  ee  travail  est 

OC  =  2m[(./.-,  -  x\)rjj-  -+-  iy\  - y\)ly  -^  {z\-  ;„.)o;  ]• 

Or,  avant  la  percussion,  on  |kuI  exprimer  le  déplacement  dxdydz 
d'un  point  quelconque  (x,^',  -J  du  système  par  des  expressions  int.'- 
grables  ou  non  de  la  l'orme 

dx  —  a ,  d(j ,  -+-  a.,  dr/,  +. ..+  a^  df/f,  -+-  a  dl, 
dy—h,d(i,-\-...  -i-hf/l, 

dz  =  r,df/,  -h.  .  .  -r-  (•  dl, 

où  o,,  (7.,  . . .,  c  sont  des  fonctions  de  7,,  7., 7*.  '• 

Kil'ecluons  le  elianj^ement  di-  variables  indiqué;  nous  poui-rons 
calcider  dq„^, . . .  di/^  à  Taide  d.-s  é-qualiuns  linéaires  (v>  )  et  d«'s  équa- 
tions 


—-'  dq,  -t-  . .  .  +  -T-  diu  +  -17  dl  = 


obtenues  en  dil1VT>'iili;ml  les /'(piMlinns  (i). 


'l  liKGiii.N    i;t   nOlSSEAV, 

Ndiis  jimons  ainsi 


+  a„,,.^i  f/a,  -h. 


+  Cf.,,-du.^-\-  CLCI/, 

+  Y»^''^n+T«-^'^^'M-•-• 


Dans  un  déplacement  virtuel  pour  le(juel 

OA,  =  OAj  =  .  .  .  =   Oa,  =:...  =  0/  =  (), 

•xpression  de  o  i?  sera 

0  C  =  "y  /»[(•<■',  —  ./•,',  ) ( a  I  oy ,  +  .  . .  4-  a„  oy„  ) 

+  (r .  -  r„  )  (  ? ,  oy ,  4- . . .  +  3„  oy„  ) 

+  (-;  -  -i.)  (y.  oy, + . . .  +  Y«^>/.^  I- 


Posons 


T=V'"(.^-"+7-^+^^^) 


•I  rcnianpions  (pie  la  \ilessc  du  point  (.r,>',r)  a  pour  projection- 

./•'=  a,  q\  4-  a^iy!,4-  . . .  4-a/iU^  -l-  a. 
>''  =?.  7',  +  ?.'/,  +  •••  -1-  ?* ^  +  ?, 
-'  =  Y.yr+-Y.'/^  +  ---+YAK  +  Y. 


Iriluit 


sin  i.Ks   l'Krtcissioxs   hans   les  svstkmks   non   iiolù.nomes.       2^ 
Or,  le  cocllicii'Dl  (II'  oy,  (lati>  rr\[)rf'ssion  de  or  a  |)Oiir  \aleui- 

il  peut  donc  sécr  iic 

>'       /    ,  i)u'  ,  ôy'  ,  ()z'  \ > 

cl  j)ai-  suite 

on  a  donc 

2.     Tin^-ail  rirlin:!  des  peicunsions  doniiri-s.    ■      (Jn  >ait  (jnaii 
|)L'ul  iiullrc  Cl-  liavail  sous  la  forme 

05'  =  Qi'i'/,  -<-  . . .  -f-  Q„'îy„. 

Nous  avons  donc  à  écrire,  quolsqne  soient  les  (lé[)la<<Miienls -îy 

oy„,  rét;alitc 


qui  se  décompose  en  les  suivantes  : 

Un  n'Iiduvc  ainsi   h's  iqualions  de  Lai,M'an«^e. 

Reniatqnc  I.  ~  Il  |hiiI  airiver  dans  certains  cas  (|ue.  pendant  la 
percussion,  certaines  des  liaisons  anlcrieurcs  viennent  à  disparaître. 
Si  une  liaison  antérieure  disparaît  à  linslant  /„.  de  façon  à  ne  donner 
lieu  à  aucune  percussion  de  liaison,  il  est  évident  que  tout  se  passe 
comme  si  elle  n'existait  pas;  nous  avons  donc  à  nous  occuper  unique- 
ment du  cas  où  la  liaison  disparaît  à  riii>tanl  0  compris  entre  /,  cl/,, 
après  avoir  donné  lieu  à  une  percussion  de  liaison;  dans  ce  cas,  la 
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ab  UKciiiN    i:t   hoisjskai".    —    sru  i.ks   i'khclssions,    etc. 

forme  d'équations  précéder] le  csL  encore  applicaltlc;  on  opérera  comme 
si  celle  liaison  n'cxislail  pas  avanl  la  percussion  el  comme  si  on  l'in- 
Iroduisait  pcndanl  rintervallc  /„0;  on  la  Irailera  donc  de  la  même 
manière  c|ue  les  liaisons  introduites.  (.)n  obtiendra  ainsi  des  équations 
en  nombre  insuffisant  pour  déterminer  l'état  des  vitesses  à  l'instant/,. 

RcniarqiK'  II.  —  Si  l'on  a  à  traiter  un  problème  dans  lequel  le 
travail  virtuel  de  certaines  percussions  de  liaison  n'est  pas  nul  pour 
tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons,  et  si,  parmi  tous 
ces  déplacements,  il  y  en  a  |)Our  lesquels  ce  travail  est  nul,  on  pourra 
imaginer  qu'on  ait  introduit  des  liaisons  auxiliaires  telles  cjue  ces  dé- 
placements soient  les  seuls  possibles.  —  On  traitera  alors  le  problème 
dans  ce  cas  par  les  équations  de  Lagrang^e  qui  donneront  un  certain 
nombre  d'équations  nécessaires,  mais  qui  ne  suffiront  pas  pour  déter- 
miner l'état  des  vitesses  à  l'instant  /,. 

Soit,  par  c.vemple,  une  splière  dépolie  (pii  vient  beurtor  un  plan  sur 
lequel  elle  peut  glisser  avec  frottement.  Avant  la  percussion,  sa  posi- 
tion dépend  de  six  paramètres.  Les  déplacements  compatibles  avec  les 
liaisons  introduites  dépendent  de  cinq  paramètres.  Parmi  ces  déplace- 
ments cboisissons  ceux  pour  lesquels  la  vitesse  du  point  de  contact  est 
nulle;  le  travail  virtuel  de  la  percussion  de  liaison  sera  nul:  on  sera 
ramené  à  traiter  le  problème  dans  lequel  la  splière  est  assujettie  à 
rouler  à  la  fin  du  clioc  ;  on  introduit  de  cette  manière  trois  équations 
de  liaison,  de  sorte  (|uc  la  position  du  corps  ne  dépend  que  de  trois 
j)aramètres.  Les  équations  de  Lagrange  sont  au  nombre  de  trois  et 
s'appliquent  au  problème  proposé.  Il  restera  à  trouver  deux  ou  trois 
équations  suivant  que  la  liaison  persiste  ou  non  après  le  choc.  Obser- 
vons que  les  équations  trouvées  sont  complètement  indépendantes  du 
coefficient  de  frottement. 

(^n  peut  remarquer  que  ce  qui  précède  n'est  pas  sans  analogie  avec 
le  principe  de  solidification  qu'on  applicjue  en  Statique. 


REMARQUES    SUR    LES    SYSTEMES    NON    HOLONOMES. 

RcDiaifjNCS  sur  les  systcDics  non  liolononics. 
Par  31.  IVvi  i.  APPELL. 


A  la  siiilc  (le  rinli'iessaiitc  ('•ludc  ^\^^  MM.  IScj^liin  ot  lîoii.'^sonu,  j»; 
(lévolo|)[)erai  briovciiicnl  deux  ronianjiK's  relalivcs  aux  .svslt'incs  non 
liolonoiiH's,  Tune  se  rapporlanl  aux  percussions,  l'autre  aux  niouve- 
incnls  liés  lents. 

1  .  MM.  I3ci;liin  et  Rousseau  montrent  dans  le  Mémoire  précédent 
(pic  la  forme  des  équations  de  la  théorie  des  percussions,  que  j'avais 
déduite  des  équations  de  Lagrangc  pour  les  systèmes  liolonomes, 
s'appri(|iie  encore  aux  systèmes  non  liolonomes,  quoique  les  équations 
de  Lai;iauf^e  soient  alors  en  défaut.  On  peut  établir  ce  résultat  par 
une  voie  analogue  à  celle  que  j'ai  suivie  dans  mou  Mémoire  du  Juiirna  I 
th;  Mallii'inaliqucs  (i8()fj,  premier  fascicule).  Prenons  les  expiations 
(lu  iiiiiii\enieul  d'uM  s\sléme  (|uek'()U(pie  sous  la  forme 

f  .  d  (  dl\         ÔT        ,^  .  ,  . 

<^'^  T^te)-7V;==<^''^-^-  (a  =  !,■>.,...,«), 

que  j  ai  donut-e  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Ih'inarqiti's  (l'on/rc  uiia- 
lyliqiic  sur  ii/ir  nnincllc  forme  des  équations  de  la  Dynamiqui' 
{Journal  dr  Matlicinaliqucs,  i()()i,  premier  fascicule  ).  Dans  ces 
équations 

représente  la  somme  des  travaux  viilueN  des  forces  données.  poui-  un 
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déplacement  coinpalihie  avec  les  Iiaisf)iis.  et  Aa  fies  ternies  correctifs 
dépendant  seulement  de  y,,  y,,  ...,  y„,  y',,  y,,  ...,  q\^  eldu  lcmps;ces 
termes  correctifs  étant  nuls  si  le  système  est  holonome.  Mais  alors,  si 
des  percussions  ont  lieu  pendant  Tintervalle  très  court  /,  —  /„,  nous 
multiplierons  les  deux  termes  de  réfpiation  (  i)  par  dl  et  nous  intégre- 
rons de  /„  à  /,.  Les  iutéo^rales  de  ~ — lU  et  A^rf/ seront  ncirli^eahles.  car 
les  q^  el  los  y^  resli-nl  finis  et  les  étpiations  donneront 

Ce  sont  préciséuieiil,  à  la  ditlërence  des  nolalious  près.  Ii-s  «'(jualious 
dont  on  peut  déduire  celles  de  MM.  IJeiiliiii  cl  Rousseau. 

2.  On  peut  faire  une  remarque  du  même  genre  pour  lapplicatiou 
des  équations  de  Lagrange  aux  mouvements  très  lents  dun  svsièmc 
non  holonome  à  liaisons  indépendantes  du  temps. 

Si  le  mouvement  est  très  lent,  les  vitesses  sont  très  petites;  par 
conséquent,  les  quantités  </, ,  y[,,  . . . ,  q\^  restent  très  petites.  Supposons 
alors  qu'on  néglige  les  carrés  el  les  produits  de  ces  (piantités  :  les 
termes  A^  qui  iigurent  dans  les  écpiations  (i  ),  étant  des  fotiues quadra- 
tiques de  y',,  y!,,  . . .,  y„,  sont  iié^li<(cal)lc.s  etleséfpialioiis  approclurs 
prennent  la  forme 

oùil  restera  à  supprimer  les  termesdudeuxicuio  dcgréen  y,,  y.,. y,,. 

Dans  ce  cas,  les  équations  de  Lagrange  fournissent  donc  des  é(nia- 
tions  approchées  du  mouvement,  quoique  cette  fornn-  d"i''i|ualion<  wr 
soit  pas  rigoureusement  applicable. 
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Exlc/i.slofi  (lu  tliroiènic  de  Cavimt  nu  eus  oh  rcvlutues  liaisons 
(Irpc/idc/it    (lu    temps; 


l»AR  M.  BEGHIN. 


lùant  iloiini'-  un  syslèine  soumis  à  dos  liaisons  sans  frolhMnont  iM  no 
(l«'-pon(laiil  pas  du  temps,  si  l'on  inlrodiiil  biMisipn-monl  dos  liaisons 
r;,Mlomciit  sans  frollemonl  cl  ne  dopendani  pas  du  lomps,  le  tliôorômo 
<lo  Carnol  s'applique  cl  poul  s'énoncor  ain^i  : 

Si  les  liaisons  anU-ricuros  cl  les  liaisons  hru.sfjui'vicnl  introduili's 
subsistent  après  les  percussions,  la  forée  vi%e  perdue  est  égale  à  la 
force  vive  que  posséderait  le  s^stcnw  si  eharpie  point  était  animé 

lie  la  vitesse  qu'il  a  perdue. 

Nous  nous  proposons  dClcndio  oo  lliooronic,  on  le  modilianl,  aux 
syslômcs  dans  Icsfpiols  ii's  liaisons  |)euvonl  d(''|)ondro  du  temps,  mais 
sont  toujours  assnjollios  à  être  sans  fVotlomont. 

Pour  i  ilahlir,  nous  ro|iroduii-ons,  en  la  modilianl,  la  domonstralion 
donni'c  pai'M.  App<'ll  {  .lnunial  de  Mutlirnuitiques,  iiS()(),  prenii<'i' 
fasciouli'  I. 

Soit  un  sNsti'me  lininiioii I   udu,  di'-pondant    <li'  h  paiann'li  ■•» 

indopi'tidaiits.  Suppos(jns  (pio,  [londanl  rinlorvallo  très  eourl  /„/,,  «m 
introduise  d(;  nouvelles  liaisons,  les  nues  oxprimahlos  par  dos  i-olation> 
l'u   lermr-.   lini-;  pniiNanl  di  |miiiIi  .•  dr  /,   les  aulic-  par  des  relalions 


.'■5o  BEGUIN. 

dilTorcntielles  non  inléf;rahlps  pouvant  contenir  dt.  Nous  venons 
df  montrer,  M.  Rousseau  et  moi,  que  les  équations  de  Lagranfre 
peuvent  s'appliquer  à  ce  problème  de  ])ercussions.  Pour  plus  de  sim- 
plicité, nous  supposerons  elTectuc  le  changement  de  variables  qu'on 
doit  faire  pour  écrire  ces  équations;  de  sorte  que  le  système  dépendra 
avant  la  percussion  des  k  paramètresindépendants  q^,  q.,,  ...,  q^,  pen- 
dant la  percussion  des  «paramètres  y,,  y^,  . . .,  ^„(/<  •<  k).  les  liaisons 
introduites  étant  représentées  les  unes  par 

'/«+.  =  <>,  q„^i=o,  ...,  q„^,=  n. 

les  autfes  par 

dq„+r+,=  o,  ...,  dq,,=  o. 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  remarque  que  les  seconds  membres  des 
équations  de  Lagrange  sont  nuls,  ces  équations  sont 

La  force  vive  2T  du  système  est  une  forme  quadrati(pie  non  homo- 
gène des  variables  y',,  ç'I,  . . .,  q^,  et  Ton  peut  poser 

2Ï  =  -joi/y;,  ^,,  ...,  q,)  +  ^JÙ,  yl,  •••,  q',)  +/, 

o  étant  un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré  en  y,,  q.,,  . . .,  q^.; 
■^  un  polynôme  homogène  du  premier  degré,  /  étant  indépendant  de 

?',,    ?2>    •••'    yl- 

Nous  nous  proposons  de  montrer  que  le  lliéorème  de  Carnol 
s'applique  au  problème  que  nous  éludions,  pourvu  qu'on  remplace  la 
force  vive  2T  par  la  fonction  2ç.,  de  sorte  que  le  théorème  sera  :  La 
perle  subie  par  la  fonction  29  est  égale  à  la  force  vi^-e  due  aux 
vitesses  perdues. 

Si  l'on  désigne  par  2T'  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  le 
théorème  s'exprimera  par  la  relation 

2?[(?'.)o,(^/,)o,---,(?V)o]-2?[(?',> (yAt-l^  2T' 
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OU,  en  simplifiant  les  notalions, 

1"   Calcul  (II'   2O0— "-io,.    —    n"a|>ivs   le    tliéorème   des  fondions 
lioniot^èncs,  on  a  ('•videninienl 

-..--..  =  ife).(|;).-i(î:.).(ft), 

I  I 

=iK'/:).-(î:.),l(|;).+i('/.).[(,^).-(,|),]- 

Posons,  coiiHue  le  fait  M.  A]i|)ell, 

p.  =  (q-:)o-(q.), 

cl  renianjiions  que  l'on  a,  d'après  une  propriété  connue  des  formes 

(|ua(lralii[ues, 


^/'A^iX^IK?')»!! 


,H  .. 


llemar(iuons  de  i)lns  tine   .'  l'-lani  linéaire  cl  linmoirène,  on  a 
'  '  '      <)p. 


dp. 

On  aura  donc 


* 


(h     .  -ri" 


l{emar(iuons  enfin  (ine,    Vv  et    ^-^    ne  iliilV'ranl   uni'  |>ar  nn   li'i 
'  '  "7v         oq-,  '        ' 

indé[)endanl  de  f/,,q. '/*,  on  ;t 

\<)'hK         \Orj:,K         W'/v/..         \à'A>, 


3-2  liEC.HlN. 

Mais,  en  se  rcporlanl   an\   ('■(|iialions  (  i),   on  voit   que   1rs  difïï'- 

rencos  [-T^-J  —  ( -r^)     '^onl    nulles   pour   v  =  i,  ■>.,...,  n;     de    plus 

couiino  toules    les  liaisons   sont   persistantes,  on   a  (yv)i  =  "  pour 
V  ^  //  +  I ,  //  4-  2,  .  . .,  A",  de  sorte  que  la  relation  (2  )  se  réduit  à 

-.^=.,=i(,;).KS).-(:g,),]- 

n+l 

2"  Calcul  de  2T'.  —  H  est  facile  de  conslaler  que  la  force  vive  duc 
aux  vitesses  perdues  2T'  a  pour  valeur  2o(p,,  p,,,  .  .  -iPh)- 

Mn  effet,  les  composantes  x' ,y' ,  z'  de  la  vitesse  du  poiiil  ./■.  y,  -  ont 
des  expressions  de  la  forme  : 

■c'  —  a,q\+  ...+  a,,q'i  -+-  a, 
y'  =  b,rj\  -h...-{-  (>/,fj[  4-  h, 

z'  =  c,  fj\  ^...-h  Ck  q'i, -f-  '-• 

La  vilesse  perdue  a  donc  pour  couiposaules 

,/;„  —  .r\  =  fl, />,  +  ...  +  a^p^., 

v„  -  y\  =  A,/),  +  . . .  -f-  IhPk- 

=:  -:■',  =  '\Pi  +  ---^  <•*/'/,• 
l^a  force  vive  2 T'a  pour  expression 

2 T'  =  2 '" [*^-^o -<y-^  O'o -  y, y  -+- (-■. -  -;)'J - 

on  la  déduit  de  la  force  vive  réelle  2  T  en  supprimant  dans  x',)',  z   les 
termes  a,  h,  c  et  remplaçant  q\,  . . .,  (/^.  \r,n- p,,  p.,  . . .,  p^]  on  obtient 
ainsi,  évidemment,  -îZiÇp,,  p.,,  ...,/?a)- 
On  peut  alors  écrire 

^-T'  =  i/>.|:  =  il.î...-(î:).][iS:i.-(S),] 

1  I 

d'après  une  reniarijue  précédente. 
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Fil  raisonnant  (\t:  la  inrinc  nianifTc  (jiio  [lonr  le  culcnl  de  2  o„  —  2  o, 
on  obtient 

^■'■■=i(..,).[c^).-(Si,]. 


2T'  a  donc  bien  nirnie  expression  que  2  0„  —  -9n  '-'l  '^-  théorème  est 
démontré. 

Bcniarque.—  On  saitque  lorsqu'un  système  qiieleoiique  est  soumis 
à  des  percussions,  la  perte  de  force  vive  est  égale  à  la  force  vive  due 
aux  vitesses  perdues  diminuée  de  deux  fois  la  somme  des  travaux  des 
percussions,  chaque  point  d'a|ipIication  étant  supposé  avoir  une 
vitesse  égale  à  sa  vitesse  finale.  —  Le  théorème  précédent  permet 
d'avoir  une  expression  de  ce  travail  G,  on  a 

.j.C\\--\\)^  2T'-2G 
ou,  en  remplaçant  2  T'  [)ar  2  c,, --  20,,  on  a 

2e  =  :2T,  —  29,  — (2T„—  2O0) 
ou 

25  =  "l,  —  •]/„. 

Dans  le  cas  particnlicion  les  percussions  peuvent  se  réduire  à  une 
seule  de  direction  connue,  cette  relation  permeltra  de  trouver  sa 
valeur. 


Jourii.  de  Math,  (j»  série),  loiiiu  l\.  —  I';im-.  1,  iyu3. 
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S//r  rimpossihilité  de  certaines  séries  de  groupes  de  points 
sur  une  surface  algébrique  ; 

Par  m.  Emile  PICARD. 


1.  On  sait  que  l'on  peut  trouver  sur  une  courbe  altî<''brique  une 
série  de  i,^roupes  de  n  points  dépendant  de  n  paramètres,  et  corres- 
pondanl  uniformément  à  des  fonctions  abéliennes  (non  dégénéres- 
centes)  de  n  variations  «,,  u^,  ..  .,  «„,  c'est-à-dire  de  telle  manière 
qu'à  un  système  de  valeurs  des  u  ne  corresponde  en  général  qu'un 
gr()U[ii'  de  points  et  que,  inversement,  à  un  groupe  arbitraire  de  la 
série  ne  corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  des  //,  abstraction 
faite  des  périodes.  Le  nombre  n,  comme  il  est  classique,  est  égal  au 
genre /j  de  la  courbe. 

Une  question  analogue  peut  èlre  posée  pour  les  surfaces  algé- 
briques : 

Est-il  possible  de  Iromer  sur  certaines  surfaces  algébriques  des 
séries  de  groupes  de  n  points,  dépendant  de  in  paramètres,  et 
correspondant  uniformément  à  des  fonctions  abéliennes  {non  dégé- 
néresrenlrs)  de  m  variables  u,,  //.,  ...,  u..„,  c'est-à-dire  de  telle 
manière  qu'à  un  système  de  i>aleurs  des  u  iir  corresponde  en  général 
qu'un  srul  groupe  de  points,  et  que,  imcrsemenf,  à  un  groupe  arbi- 
traire (le  la  série  ne  corresponde  qu'un  seul  système  des  u,  aux 
périodes  près? 
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Cette  circonstance  peut  se  présenter  pour  /?  =  i ,  et  l'on  a  alors  les 
surfaces  hyperelliptiques.  Il  paraissait  vraisemblable  (jue,  pour 
d'autres  valeurs  de  «,  on  aurait  des  classes  de  surfaces  algébriques 
jouissant  de  la  propriété  indiquée.  En  réalité,  il  n'en  criste  pas; 
c'est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  ici. 

2.   Considérons  donc  la  surface 

f(i-',  r,  :;")  =  o  (do  degré  m), 

et,  en  supposant  n  supérieur  à  un,  soient  (x,,y,,s,),  ...,  {-£„, y„,z„^ 
les  coordonnées  de  «points  arbitraires  de  la  surface.  Désignons  par 

2«  +  i  fonctions  rationnelles  symétriques  des  (^x,y,z),  prises  d'ail- 
leurs arbitrairement,  on  aura  une  liypersurface 

F(ï,,;,.....;,„_,)  =  o, 

dans  l'espace  à  in  -\-  i  dimensions,  et,  de  plus,  puisque  les  fonctions 
symétriques  H  sont  arbitrairement  choisies,  cette  surface  correspondra 
uniformément  au  groupe  des  n  points. 

D'après  les  hypothèses  faites,  les  coordonnées  d'un  point  arbitraire 
de  la  surface  F  s'exprimeront  uniformément  par  des  fonctions  abéliennes 
de  m  variables  «o,  u.^,  ....  u^„.  La  notion  de  genre  géométrique 
s'étend  immédiatement  des  surfaces  de  l'espace  à  trois  dimensions  aux 
hypersurfaces  dans  l'espace  à  un  nombre  quelcon(|ue  de  dimensions. 
Notre  surface  F  ne  pourra  posséder  (ju'une  seule  intégrale  multiple 
de  première  espèce  d'ordre  2«,  et  cette  intégrale  correspondra  à  l'in- 
tégrale multiple 

/   /  ■  ■  ■  /  '^"(  <fi'  1-  ■  ■'liiiit't 

le  genre  géomélri(|ue  de  la  surface  F  est  donc  égal  à  un.  De  plus,  la 

surface  !•'  aura  -m    intégrales  de  difl'érentielles  totales  de  première 

espèce,  dont  l'inversion  donnera  les  \  cii  fonctions  abéliennes  des  u. 

A  chaque  intégrale  de  différentielle  totale  de  preuiière  espèce  de  la 
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surface  F  correspond  une  intégrale  de  diflérenlielle  totale  de  première 
espèce  de  la  surface  /  et  inversement.  Il  en  résulte  que  la  surface  / 
possédera  ■m  intégrales  de  diiïérentielles  totales  de  première  espèce 
linéairement  indépendantes 

(0  /"iV^/v  +  Q,./»-        (/=i,2,...,.,«X 

les  P  et  Q  étant  rationnelles  en  x,y  cA  z\  ces  '.>.n  intégrales  auront  '\ii 
périodes  (').  On  voit  de  plus  'aisément,  à  cause  de  la  symétrie  des  ; 
par  rapport  à  {x, ,  j, ,:;,),.. .,  (x„,  j„,  j„),  que  le  groupe  des  n  points 
sera  donné  par  les  ^.n  éf]uatio!is 

,/,  =  „ 
C  o  \  '2  r'/(-^A)  >'a.  -a)  dXh  -I-  Q,(x,,,  Va,  Zh)  dy,^  =  diii 

[  (t  =  1,  2,  ...,  2«). 

3.   Ceci  posé,  montrons  que  la  surface  /  ne  peut  être  d'un  genre 
géométrique  supérieur  à  l'unité.  Soit,  en  ell'et, 


(»'  f( 


?>(x,  y,  z)  dxdy 


une  intégrale  douMe  do  pi-emière  espèce  de/".   Formons  l'intégrale 
mullijilc  d'ordre  2// 

où  S,  et  /,'  désigiiciil  respectivement  S(.r,-,  jy,-,  3,)  el  f'.^(xi,  yi,  Z/V 

(')  On  ne  sait  rien  de  général  sur  la  dépendance  entre  le  nombre  des  inté- 
grales de  dilTérentielles  totales  de  première  espèce  (quand  il  en  existe  pour'une 
surface)  el  le  nombie  de  leurs  périodes.  On  doit  cependant  à  M.  Enriques  deuv 
théorèmes  particuliers  fort  inléressants  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse ,  a*  série,  t.  111).  En  essayant  de  démontrer  la  proposition  réciproque 
d'un  beau  lliéorèmede  M.  Ilumbert,  le  savant  géomètre  italien  arriva  it  ce  résultat 
que  toulc  surface  ali^éhrii/iie  admettant  p  inté/^ralcs  de  différentielles  totales 
de  première  espèce  ax-ec  9. p  périodes  contient  une  série  de  courbes  algéhri<jues 
qui  n'est  pus  renfermée  dans  une  série  linéaire  de  courbes  du  même  ordre.  De 
plus  (  pour  />  >  1),  si  la  surface  est  de  genre  géométrique  nul.  elle  correspond 
par  une  transformation  birationnelle  à  un  cylindre  de  genre  p. 
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On  peut  écrire 

dxf  dy, . .  .dxn  dy„  ■ 


D(^ 


D(.r,.7, 


,yn) 


le  dénominateur  étant  le  déterminant  fonctionnel  de  ^,,  ^j.  ...,?,„  par 
rapport  aux  in  variables  indépendantes  x^,  y^,  ....  Xn,y„.  Or  il  est 
aisé  de  vérifier  que  ce  déterminant  fonctionnel  est  une  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  de  (a?,,  jKh  -^i)'  ••"  (^"'  Y'^  ^n)-  C'est  évidemment 
une  fonction  rationnelle  et,  pour  voir  qu'elle  est  symétrique,  il  suffit 
de  remarquer  que  le  déterminant 


a,     aj 

//.    a: 


«2« 


où  les  lettres  (a,  h,  ...,/)  sont  en  nombre  n,  ne  change  pas  si  l'on 
permute  entre  eux  deux  couples  de  lignes  associées,  par  exemple  si 
l'on  permute  les  lignes  (a,  a')  et  les  lignes  (A,  b').  On  remarquera 
que  pareille  circonstance  ne  se  présenterait  pas  dans  le  cas  d'une 
courbe,  et  d'une  manière  plus  générale  dans  le  cas  d'une  fonction 
algébrique  d'un  nombre  impair  de  variables  indépendantes. 
Il  résulte  de  là  que  l'intégrale  (3)  est  de  la  forme 


ff..fQdl,dl,...dl,„, 


où  0  est  une  fonction  rationnelle  symétrique  de  (x,.y^,z,),  ..  .. 
(x„,y„,  z„)  et,  par  suite,  une  fonction  rationnelle  de  H,,  ^j,  . . .,  ^.,n+i- 
Elle  est  donc  une  intégrale  multiple  d'ordre  aw  de  première  espèce 
pour  F.  Si  /  est  de  genre  supérieur  à  un,  il  est  clair  alors  que  l'on 
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pourra  former  pour  lliypersurfacc  F  plus  dune  iiiléjrrale  luulliple 
d'ordre  2.n  de  première  espèce,  ce  qui  est  en  opposition  avec  ce  que 
nous  avons  dit  plus  haut. 

4.  [^e  genre  géométrique  de  f  est  donc  au  plus  égal  à  un;  mais, 
d'autre  part,  il  ne  peut  être  égal  à  zéro.  On  démontre  en  efTel  (voir 
Fondions  algcIniijLK's  de  de u.c  variables,  t.  I,  p.   liy)  que  si 

/  P,  dM  -h  Q,  dy     et      /  1^.  dx-  -h  Q^  dy, 

sont  deux  intégrales  de  dillérentielles  totales  de  première  espèce  rela- 
tives à  la  surface  y,  on  a  Tidcntité 

P,  (,,_!>,(,,=  Ml£^, 

où  M(  r,  r,  -)  est  un  polynôme  adjoint  d'ordre  /;/  —  4?  c'est-à-dire  un 
polynôme  tel  que  l'intégrale  flouble 


/./ 


•/•M(x,r.^),/^.^^^ 


A 


est  de  [H'emière  espèce.  Si  le  gem-e  géom('-trii|ue  de  /"  i-iail  nul,  on 
aurait  nécessairement 

par  suite,  les2«  intégrales  (i)  seraient  fondions  les  unes  des  autres, 
et  les  j-n  équations  (■<)  ne  pourraient  élre  distinctes. 

En  désignant  donc,  comme  plus  liant,  par  (a)  l'intégrale  double  de 
première  espèce  relative  à  la  sui  lace  /*  de  genre////,  nous  aurons  les 
identités 

les  A,^  étant  des  conslaules   ipii   ne  mmiI  pas  toutes  nulles.   (  >ii  peut 
supposer  A,>  dillérenl  de  zéro  [)our  '  =  i,  A'  =  :2;  nous  écrirons 
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C  étant  une  constante  difl'érentc  de  zéro,  et  soient 
p„ O,  -  P3  O.  =  A  ^^^'/'''^ , 

S: 

A  et  B  étant  deux  constantes.  De  ces  identités  on  conclut 

AF, +  BP, +  C1\  =0, 
AQ,  +  BQ,+  CQ,  =  o, 

et  ces  relations  sont  inadmissibles,  puisque  les  trois  intégrales 
fP.dx-hQ,  dy,      f  i\  dx  +  Q,  dy,      f  l\  dx -i- Q,  dy 

sont  linéairement  indépendantes.  Nous  arrivons  donc  à  une  contra- 
diction, et,  par  suite,  on  doit  répondre  par  la  négative  à  la  question 
posée  au  n°  1 . 

i5.  La  question  que  nous  venons  de  traiter  soulève  d'autres  pro- 
blèmes qu'il  serait  intéressant  d'examiner.  Il  a  été  expressément 
mentionné  que  la  série  de  groupes  des  n  points  devait  correspondre 
uniformément  à  des  fonctions  abéliennes  non  dégénérescentes.  On 
pourrait  s'affranchir  de  cette  dernière  restriction.  On  aurait  toujours 
la  surface  ¥  eA  in  intégrales  de  différentielles  totales  relatives  à  cette 
surface,  mais  (jui  ne  seraient  plus  alors  nécessairement  de  première 
espèce.  Déplus,  tandis  que  tout  à  l'heure  une  intégrale  de  différentielle 
totale  relative  à  F  devait  nécessairement,  quand  on  remplaçait  les  ^ 
par  leurs  valeurs  en  (a-,,^-,,  ;,),  ...,  (x-„, /„,;„),  se  ramener  à  la 
forme 

h  =  n 
A  =  1 

conséquence  nécessaire  de  ce  que  l'intégrale  est  de  première  espèce. 
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inaintciiaril  l'inli-i^Miilo  transformée  pourrait  a  priori  être  de  la  t'oruie 
j  \\  dx,  +  Q,  dy,  -+-  P,  dx.,  -+-  ().,  dy.,^ . .  .-\-V  „dx„  4-  Q„  dy„, 

les  P  et  Q  dépendant  ralionnellemenl  (!'■  li-nsemble  des  coordonnées 
(ic,,y,,  :;,),  ...,  (x'„,  y„,  J„),  on  aurait  là  une  intégrale  de  dilTéren- 
tielle  totale  mêlée  relative  à  «points  arbitraires  Ae  la  surface  et  symé- 
trique par  rapport  à  ces  n  points.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  y  a  là  un  point 
à  discuter,  et  d'une  manière  plus  générale  ces  intégrales  mêlées 
peuvent  présenter  quelque  intérêt. 

6.  On  peut  encore  se  poser  une  autre  question.  En  restant  dans  le 
cas  des  fonctions  abéliennes  non  dégénéresccntes,  on  pourrait  consi- 
dérer une  fonction  algébrique  de  trois  variables  indépendantes  donnée 
par  une  i''(juation 

/(x-,7,  c, /)  =  o, 

et  se  poser  pour  cette  hypersurface  le  problème  que  nous  avons  traité 
pour  les  surfaces  de  l'espace  à  trois  dimensions  :  exisle-l-il  sur  cer- 
taines iiypersurfaces  algébriques  des  séries  de  groupes  de  ii  points, 
dépendanl  de  in  paramètres  et  correspondant  uniformément  à  des 
fonctions  abéliennes  (non  dégénéresccntes)  de  3«  paramètres.  La 
parité  du  nombre  des  variables  indépendantes  jouait  un  rôle  important 
dans  la  démonstration  qu'on  a  lue  plus  haut;  ici,  avec  trois  variables 
indépendantes  au  lieu  de  deuv,  la  démonstration  du  tliéorème  (à  sup- 
poser (ju'il  soit  c.vact)  devra  être  assez  notablement  modiliée.  I^a 
même  (piestion  se  pose  pour  les  fonctions  algébriijues  dun  nombre 
impair  ipielconque  de  variables  indépendantes. 


</e  Malh.  ^j•  série),  loiiic  IX.  —    Kasc.  I,  njoJ. 
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Les  fonctions  abclicnncs  singulières  et  les  formes 
quadratiques  ; 

Par  m.  g.  HL3IBERT. 


Le  pivscnl  Mémoire  a  pour  bal  d'rtaMir  ccrlaiiies  liaisons  remar- 
quables entre  la  théorie  des  fonctions  abélienncs  singulières  de  genre 
deu\  et  la  théorie  arithmétique  des  formes  quadratiques;  il  est  divisé 
en  trois  Parties. 

Dans  la  première,  consacrée  anx  l'onctions  .ç/////)/''«//v// singulières, 
c'est-à-dire  à  celles  dont  les  périodes  vérifient  une  relation  singulière, 
nous  montrons,  en  nous  reportant  à  un  résultat  antérieurement  établi 
par  nous,  ([ue  les  solutions  en  nombres  entiers  de  l'écpiation 

X-  —  4  y-  —  1  f"  —  ^  • 

se  déduisent  (h-  riini' (|iii'leon(inc  d'entre  elles  par  d.-s  formules  liné- 
aires, «pii  l'ournissent  en  même  temps  des  transformations  en  elle- 
même  (le  la  forme  x"  —  4rr  —  !\lu.  Ce  résultat  met  en  évidence  un 
grou|)e  intéressant,  isomorphe  au  group.'  abc'-il'Mi.  -t  «pii  .si  iiilime- 
ment  lié  mix  propriétés  de  la  forme  (juadratirpie. 

Laissa  II  I  riisuitc  de  côté  les  questions  purement  arithméticpies.  nous 
déterminons  toutes  les  transformations  qui  n'allèrent  pas  une  relation 
singulière  donnée,  ou  cpii  changent  l'une  «lans  l'autre  deux  relations 
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données,  de  même  invariant;  nous  étendons  ces  formules  aux  trans- 
formations singulières  du  premier  degré. 

La  seconde  partie  est  consacrée  aux  fonctions  doublement  singu- 
lières, dont  les  périodes  satisfont  à  un  système  de  deux  relations  sin- 
gulières données.  Nous  faisons  voir  qu'à  chaque  système  de  cette 
nature  correspond  une  classe  de  formes  binaires  positives,  proprement 
ou  improprement  équivalentes  entre  elles,  et  que  cette  classe  ne  change 
pas  quand  on  opère,  sur  le  système  proposé,  une  transformation  ordi- 
naire quelconque  de  degré  un. 

Inversement,  les  systèmes  qui  donnent  naissance  à  des  formes  d'une 
classe  donnée  sont  réductibles,  par  des  transformations  ordinaires  du 
premier  degré,  à  un  nombre  fini  d'entre  eux,  nombre  égal  à  l'unité 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  que  nous  déterminons. 

Au  lieu  des  périodes,  considérons  les  modules  des  fonctions  abé- 
liennes  :  ils  sont  liés  par  une  ou  deux  équations  algébriques,  selon  que 
les  fonctions  sont  simplement  ou  doublement  singuUères.  On  peut 
ainsi  faire  correspondre  à  toute  relation  singulière,  ou  plutôt  à  son 
invariant  entier,  une  surface  algébrique;  à  toute  classe  de  formes 
binaires  positives,  on  fera  de  même  correspondre  une  ou  plusieurs 
courbes  algébriques,  dont  les  propriétés  refléteront  celles  de  la  classe. 
Par  exemple,  si  une  classe  représente  un  nombre,  la  surface  dont  ce 
nombre  est  l'invariant  contient  les  courbes  qui  répondent  à  la  classe, 
et  réciproquement  :  les  propriétés  de  cette  Géométrie  des  nombres 
et  des  formes  sont  étudiées  et  développées. 

On  détermine  les  groupes  fuchsiens  des  courbes  algébriques  ainsi 
introduites;  on  établit  qu'ils  reviennent  à  des  groupes  découverts  par 
M.  Poincaré,  et  rattachés  par  lui  aux  transformations  en  elle-même 
d'une  forme  quadratique  ternaire  indéfinie. 

Cette  recherche  montre  que,  dans  des  cas  très  étendus,  les  courbes 
qui  répondent  à  des  classes  de  même  déterminant  et  de  même  genre 
arithmétique  ont  le  même  genre  géométrique  et  se  correspondent 
point  par  point;  de  là  résulte  une  liaison  bien  inattendue  entre  les 
deux  notions  si  dissemblables  de  genre,  en  Arithmétique  et  en  Géo- 
métrie. 

On  fait  voir  ensuite  que  la  correspondance  univoque  entre  les  courbes 
qui  répondent  à  des  classes  du  même  genre  est  réalisée  par  des  trans- 
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formations  singulières  du  premier  degré,  et  l'on  met  en  évidence 
le  lien  qui  unit  la  théorie  de  ces  transformations  à  celle  des  formes 
quadratiques  ternaires. 

Enfin,  dans  un  ordre  d'idées  analo<^ue  à  celui  de  la  première  Partie, 
on  montre  coinniont  les  résultats  obtenus  se  rattachent  à  la  représen- 
tation (l'une  forme  binaire  positive  par  la  forme  x'-  —  \yz  —  \lu^  déjà 
rencontrée  précédemment. 

La  troisième  Partie  concernera  les  fonctions  triplement  singulières; 
elle  paraîtra  ultérieurement  et  sera  précédée  d'un  résumé  spécial. 


PREMIERE  PARTIE. 

Fonctions  abéliennes  simplement  singulières. 


I.   Si  les  périodes  normales  d  une  fonction  abélienne  F(m,  r)  véri- 
fient une  seule  relation  singulière,  c'est-à-dire  une  relation  du  type 

(O  Air  -(-  BA  +  < '..ir'  -f-  0(7/=  -  g'/')  +  E  =  o, 

où  A,  B,  (  1,  D,  E  sont  des  entiers  sans  dixiscnr  mininMn.  j  ai  l'iabli 
(t.  V,  )'  série  de  ce  Journal,  p.  7.?i-\  et  suivantes)  qu'une  transforma- 
tion ordinaire  du  premier  ordre  change  cette  relation  en  une  relation 
analogue 

(2)  A,('.  4- B.H -+-(:.(!  -^  l).(ll-— (iC.  )+E,=  o, 

et  que  la  ipiantité,  essentivllenicnl  posituc,  B^— 4AC  —  4 DE.  est 
égale  à  B'  —  4A,C,  —  4D,E,:  cette  quantité,  que  j'ai  désignée  par  A, 
est  donc  un  invariant. 
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L'expression  des  A,,  B,,  ....  en  fonction  des  A,  B,  . . .,  et  des  seize 
entiers  caractéristiques  de  la  transformation  employée  est  la  suivante 
{ihid.,  p.  236)  : 

A,  =    A(rfè),,,+B      (a</)3,  4-    C(ac)3,4-    D(crf),,+    E(a6),,, 

B,  =iA{dh),,  +  B[2(arf),„  -n\  +  i C(ac),,  -+-  iD(rd),,  +  2E(ai)„,, 
(3)   je,  =    A(db)o,-hB     (ad),,  +    C(ac)„,+    T)(cd)„.-\-    E(ab%,., 

|D,=    A(db).,-hB     (ad),,  +    C(ac),,-i-    D(cd)„-i-    E(ab)„, 

\E,=    A(db)„-hB      (ad)„,  -+-    C(ac)„,+    D(cd)„,+    E(ab),,. 

Dans  ces  formules,  (ab)ij  désigne  a^bj—  Ujbj,  et  les  seize  entiers 
a,-,  bi.  Ci,  di  sont  liés  par  les  six  relations  classiques  d'Hcrmite  pour  la 
transformation  d'ordre  n-=\\  on  dit  aussi  que  ce  sont  les  coefficients 
d'une  substitution  abélienne  à  quatre  variables. 

Inversement,  j'ai  montré  (ibid.,  p.  246)  que,  si  deux  systèmes 
d'entiers,  A,  B,  C,  D,  E  et  A,,  ...,  E,,  sans  diviseur  commun  dans 
chaque  système,  vérifient  l'équation 

(4)  B=-4AC-4DE  =  B; -4A,C,-4D,E,, 

les  deux  relations  singulières  (i)  et  (2)  sont  réductibles  l'une  à  l'autre 
par  une  transformation  d'ordre  i,  c'est-à-dire  que  A,,  B,,  ...,  E, 
s'expriment,  en  fonction  de  A,  B,  ...,  E,  par  des  équations  du  type (3). 

2.  Si  nous  employons  le  langage  de  la  théorie  des  formes  arithmé- 
tiques, ces  résultats  s'énoncent  ainsi  : 

1"  Toutes  les  rcprcscnlaiions  propres  d^un  nombre  positif  A, 
par  la  forme  à  cinq  variables  X^  —  4  YZ  —  4TU,  se  déduisent  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  ('  ),  ar,  y,  -,  t,  w,  par  les  formules  (3), 


(  '  )  Il  est  aisé  d'obtenir  immédiatement  une  solution   propre  de  l'équation 
Anra;-— 4j-  —  4<«;    par   exemple,    si    i  =  4N,   on   prendra    j:=<=«  =  o; 

j>'  =  N,  ;= —  1;  si  A=:4N-l-i,  on  prendra  t^u^  o,  a:  =  :■  =^  —  1 ,  y  ^'N. 
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^7 


c'esl-à-dira 

l  X  =  x[2{ad)„,  -  II]  -H  iy(db)o:,  +  2-(ac)o3  -h  2l(cd)^,  -+-  -2u(ah)„,, 
\y  =  x     (ad),,  +    y(rf6)3,+    -(ac-),,^     t{cd),,^    u{ab),,, 

(5)      )z=x      (a<r/)o.  +    y{db)^,^     r(ac)„o-H     l(cd)„,-+-     u{aù)^j, 

Ït=.x     (ad),,  -+-    yulh).,,^    z(ac).,,-h    i{cd)^,-h    u(ab),^, 

|u=a;      (ad),,,  -h    y(db}„,-h    z(ac)o,^    t(cd)^,-h     u(ab)^r-, 

où  1rs  <■/,,  bi,  Ci,  (li  sunl  les  siùzccnlicrs  caraclôristiqiK-s  d'uin-  Iraiis- 
fornialion  ordinaire  du  premier  degré  («  =  ±  i;  (  '  ). 

2"  Les  mêmes  formules  (5)  donnent  des  Iransf or  malions  arith- 
métiques en  elle-même  de  la  forme  à  cinq  variables  x-  —  ^yz  —  .\  tu  : 
cela  résulte  en  ellol  immédiatement  de  la  propriété  d'invariance  tra- 
duite par  l'équation  (4)- 

De  plus  les  substitutions  (5)  forment  un  groupe,  que  je  dis  être 
isomorphe  au  groupe  abèlien,  qui  répond  aux  transformations  du 
premici'  (logréd'Horniile.  Ce  dernier  groupe,  en  eflét,  est  celui  des 
substitutions  quaternaires 


(S) 


«oX,  +  a,  X-,  -t-  a,x^  -h  a^x^ 
b„x^-\-  b,x,-i- 

Co  ^'o-f-  (^  -^i  -^- 

d„x„-^  d,x,-+- 


les  enlieis  «,,  b^,  c^,  d^  vériliant  les  relations  classiques  (où  //  =  ±  i) 

(ab)„,  -+-  {ab},^  =  (ac)„,  ■+-  i^ac),., 
^(bd)„,  -t-  {t>d)r,  =  (cd)„,-h(cd),^=  o 
(ad)o,  ■+-  (ad),.,  =  (^c).,  -t-  (6c)„  =  «, 


(')  Nous  iciivons  «=±1  au  lieu  ilc  «-ri,  («nir  coiupreiulie,  dans  nos 
formules,  le>  liansfoiiualioas  (J'ordre  —  i,  «(ui  s'oblieniienl  en  loinbinanl, 
avec   les   li.iii^fonnalions   liabiluelles    d'ordre   un,    celle    t|ui  change  i',    /(,    ii' 
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Alasul)stilution  S(a,,  /;,,cv,<^^,)  répond  la  transformation  du  premier 
ordre  T,  d'entiers  caractéristiques  a,,  ^/,  c,,  (/,;  au  produit  de  deux 
substitutions  S  et  S',  répond  le  produit  TT'  des  transformations  cor- 
respondantes :  cela  résulte  des  propriétés  générales  de  la  transfor- 
mation. 

Cela  posé,  soient  2  et  2'  les  substitutions  (3)  qui  répondent  à  T  et 
à  T'  :  efTectuer  sur  les  périodes  singulières  la  transformation  T,  puis 
la  transformation  T',  c'est  opérer  sur  les  A,  B,  C,  D,  K  la  substitu- 
tion H,  puis  la  substitution  Z' ,  c'est-à-dire  la  substitution  ZD';  en 
d'autres  termes,  2E'  répond  à  Tï',  et  par  suite  à  SS',  ce  qui  établit  la 
proposition. 

Le  groupe  abélien  se  trouve  donc  lié  d'une  manière  très  étroite  aux 
substitutions  semblables  de  la  forme  x'^  —  4jK-  —  4^")  "-'t  à  la  repré- 
sentation d'un  nombre  par  cette  forme. 

5.  Application.  —  Soit  à  décomposer  en  cinq  carrés,  dont  trois 
positifs  et  deux  négatifs,  un  nombre  positif  A,  de  l'un  des  types  4N 
et  4N  -h  I ,  c'est-à-dire  à  représenter  A  par  la  forme 


En  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  1,  un  des  entiers  H,  -q,  'C  aura  la 
parité  de  t  et  un  autre  aura  celle  de  u;  si  donc  q  et  Z,  sont  les  deux 
entiers  ainsi  fixés,  on  pourra  poser 

—  Y]-f-T  =  2Z,  —  'C-f-0  =  2U, 


en  —  G,  —  H,  —  G'  et  dont  les  entiers  caractéristiques  sont  nuis,  sauf 

Pour  ces  transformations,  la  quantité  B^ — 4'^C  —  4DE  est  aussi  invariante, 
ce  qui  justifie  nos  énoncés  généraux. 

Les  transformations  d''ordre  ±  i  sont  les  transformations  (ordinaires)  de 
degré  i . 
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«l  I'dii  aura 


l9 


A  =  ^^-  OZ^  ,11-, 


('qualions  dont  les  solutions  propn-s  se  déduisonl  de  rime  d'elli/s  à 
laide  (les  formules  (")  ). 

Ainsi,  le  problème  de  la  décomposition  d'un  nombre  positif,  .'|N  ou 
/jN  -f-  1 ,  en  cinq  carrés,  dont  (rois  positifs  et  deux  néj^atifs,  se  ramène 
à  la  détermination  de  toutes  les  substitutions  du  j^roupe  abélien  à 
(piatre  xaiiablcs,  c'est-à-dire  de  toutes  les  tiansfornialions  ordinaires 
du  premier  degré  |JOur  les  fonctions  abéliennes  de  genre  deux. 

i.  Rriiiarqae.  —  Pour  compléter  ces  résultats,  il  resterait  à  voir 
dans  quel  cas  deux  substitutions  (5),  répondant  à  des  valeurs  dillé- 
rentcs  des  «,,  />,,  c,,  (/,,  donnent,  pour  un  même  système  de  valeurs 
de  .V,  y,  z,  l,  u,  un  même  système  de  valeurs  de  X,  Y,  Z,  T,  U. 

Kn  tl'autres  termes,  étant  donnée  une  iclation  singulière  (  i), 

Ag  -r-  U/i  -h  Cg'  -f-  D(//^  —  gg  )  -I-  F  —  o, 

dans  quel  cas  deux  transformations  différentes  du  premier  degré, 
T  etT',  la  changeront-elles  en  une  rncinr  relation  singulière;  ou,  plus 
exactement,  en  deux  relations  singulières  ayant  les  mêmes  coefli- 
cients?  S  il  en  est  ainsi,  la  transformation  du  premier  ordre  T  T~' 
change  évidemment  la  relation  (i)  en  une  relation  singidièrede  mêmes 
coeflicienls  A,  B,  ...,  !*>;  le  prolilème  est  donc  ramené  à  la  détermi- 
nation (le  toutes  les  transformations  du  premier  degré  qui  n'altèrent 
pas  une  lelation  singulière  donnée;  nous  allons  cllectucr  cette  déter- 
mination, qui  jouera  nu  rôle  inqiortant  dans  la  suite  du  Mémoire.    , 

Tiiiiisforinalious  lialléranl  pas  une  relation  sinf^ulièrc. 
iî.    Transforiiuttiuiis  onti/uiirci.  —  Soil  la  relation  singulière 
(i)  A  :,'^  -t-  B//  H-  Cg'  -^  L)(  /r  —  gg'  )  -t-  E  =  o; 

faisons  subir  au\    périodes    nue   Iransloruialiou  onli/iairr,    t/'on/n' 

Juurii.  Je  Math.  (5*  série),  lonic  1\.  —   Kjsc.  I,   n_)o3.  7 
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(<^) 


quelconque  n\  les  péiiodos  Iraiisfornioes  G,  H,  G'  sont  liées  à  g,  h,  g' 
par  les  relations  d'Hermite  : 

/  ^^  jdb),,  +  {db)^,G  H-  2(rf6)o3H  +  {db\^G'-^{dbU{n^-  GG') 

^  ~  (a6)„,-+-(a6)3,GH-2(«6)<,3H+(a6)„,G'-^(a6j,3(H'— GG')' 

j  ,  _  (af/)„,  +  (flrf)3iGH-[2(«f/)o3  — /i]H  +  (arf)„,G'-(flt/)„(ll'-GG') 

]  (a6)o,-l-(a6)3,G  +  2(a6)o3H  +  (a6)osG'-i-(«ft).,3(H»  — GG') 

i^_  (gc)oi  +  (ac)3i  G-4-  2(a!c)o3  H  +  (gç),,;  G'+ (gc)„  (H'—  GG') 
o   ~  (a*)o,  +  (a6)5,G-h2(a6)o3H+(rtè)„5G'+(a6),3(H-— GG')' 
;  ■'  _  ,ro-'  —  (c^)..  +  {cdhx  G  +  2(crf)o3  H  +  {cd),^G'+  {cd),,{^''-  GG') 
'^^        (a6)o,-^(a/y)3,G--2(aft)„3H  +  (a*)„,G'-+-(a6),3(H«-GG')' 

Les  dénominateurs  sont  les  mêmes  dans  les  quatre  formules;  les 
a,-,  bi,  Ci,  c?,sont  les  seize  entiers  caractéristiques  d'une  transformation 
d'ordre  n,  et  {ah)ij  désigne  toujours  a^hj  —  cijbi  :  ces  quantités 
doivent  vérifier  les  relations 

i(aè)„., +  (ai),2=  («c)„3  +  (ac),2=(ic?)o3  —  {hd)^., 
=  (c6^)o3  -^-(«0<2  =  "> 
(«<■/)„+  (^ad)t.=  {bc)^^  -^  {bc),i  =  /i. 

Inversement,  des  équations  (G)  on  tii'e  G,  H,  G'  et  H* —  GG'  en 

fonction  de  g,  h,  g'  : 

i  ç  _  {cd)„t+  (ac\,g  +  ■i(bc)oJi  +  {db)o,g' -h  (ab\,{h'-—  ffg') 
(8)    '              {cd),,+  {ac),,g  +  2{bc),,h-h{db),,g'-i~{ab),,(h'--gg')' 
I    

En  vertu  de  (0),  la  relation  singulière  (i)  en  g,  /i,  g'  se  transforme 
en  une  relation  singulière  en  G,  H,  G'  :  cherchons  quels  doivent  être 
les  a,,  6,,  Ci,  cli  pour  que  celle-ci  soit  identique  à  la  première  (à  un 
facteur  constant  près).  La  méthode  la  plus  naturelle  serait  d'exprimer 
que  les  coefficients  A,,  B,,  ...,  E,,  de  la  relation  en  G,  H,  G'  sont 
[)roportionnels  à  A,  B,  . . . ,  E  ;  c'est  celle  qu'a  suivie  M.  Bourget  (  '  ), 

(')  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  i.  Xil. 
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quand  il  a  drterniiné  les  transformations  d'ordre  i  qui  font  revenir  sur 
ellc-nièmc  la  rclalion  /*-  —  gsf'  —  l'  =  <i,  ni<i's  elle  conduirait,  dans  le 
cas  général,  à  des  calculs  inextricables.  Il  sera  beaucoup  plu»  simple 
de  raisonner  comme  il  suit. 

6.  Hegardons  g,  //,  g'  el  G,  H,  G'  comme  les  coordonnées  carté- 
siennes de  deux  points  dans  deux  espaces  (e)  et  (  E)  :  en  vertu  des  rela- 
tions (G)  et  (8),  ces  deux  espaces  se  correspondent  point  par  point, 
lorsque  les  a,-,  fc,,  q,  d;  sont  donnés;  de  plus,  toute  quadrique  </ 
de  (e),  passant  par  la  conique  à  l'infini  sur  le  cùnc  /r  —  gg'  —  o,  se 
transforme  en  une  quadrique  Q,  de  {II),  passant  par  la  conique  à  Tin- 
fini  sur  le  cône  H-  —  GG'  =  o,  et  réciproquement.  Il  résulte  immédia- 
tement de  là  que  toute  droite  de  l'espace  (e)  rencontrant  la  première 
conique  se  transforme  en  une  droite  de  l'espace  (E),  rencontrant  la 
deuxième,  et,  par  suite,  que  toute  génératrice  rectilignc  de  la  qua- 
drique </  se  transforme  en  une  génératrice  rectiiigne  de  la  (piadrique  (^  : 
aux  génératrices  d'un  même  système  de  y  correspondent,  ualnrelie- 
ment,  les  génératrices  d'un  même  système  de  Q. 

7.  Cela  posé,  nous  ne  nous  servirons  plus  des  relations  (6);  nous 
utiliserons  celles  qui  se  présentenl  tout  d"abord,  entre  g.  h.  g'  et 
G,  II,  G  ,  dans  la  théorie  de  la  transformation. 

Soient  Ij  et  V  les  variaijles  pour  lesquelles  les  périodes  normales 
sont  (i,  o),  (o,  i),  (G,  II),  (H,  G'),  et  m,  »•  celles  qui  ont  pour  pé- 
riodes (i,  o).  (o,  i),  {g,  A),  (/',  g')\  on  pose,  dans  la  théorie  de  la 
transformation, 

r  =  \ii  -H  ai  .  V  =  A'//  -+-  a'»', 

les  A,  (j^  (■■laul  des  constant,  s.  et  Idn  cxpi  iiiic  ipie  V  et  \'  augmentent 
(l'une  dr  leurs  périodes  (iiiaiid  //  l't  r  augnx-ntenl  d'une  des  leurs, -ce 
ipii  ddiiih',  en  désignant  paiw/,.  A,.  ,-,.  ili  les  entiers  caractéristiques 
(le  la  traiolnrmatioii, 

X==a„ -!-«,(;  -1-  ^/,ll.  [A  =  b„-t-  /',('•  —  /'.II, 

X'=  fl.-^rtjll  -i-</,(i  ,  Lt' =//,-+- ^,  II -i- /',('•  . 

^     '   A  g  ~-  a  h  =  d„  4-  rf,G  4-  r/,ll.  /.  A  ^  [X  g' =  c,  ^  r,  G  ^  »%  H, 

\'g  -+-  a'//  =  (i,  -+-  (/Jl  -t-  ^/,G  .  >  /'  -^  u.'g  =c,  -4-  r,  II  -+-  <:,(','. 
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L'éliiiiinalion  do  A,  a,  A',  a'  conduit  aux  r<'lations 

I  g (  «„  +■  a.,  (i  —  a.,  II  )  -i-  h  (  b„  -f-  A,  G  +  A..  H  )  =  f/„  —  '/,.  G  -h  /■/..  H , 
(lo) 

(  g{a^-\- a^Yi.-\- a.,G') -{- h  {b,-^  hyW-^  IkG' )  =  d^  — 'l,t\\ -\- d^^j' . 

l  A(«„-f- «.,G -f- a.H  ) -f- «''(^o-f- i^G  +  62H  )  =  c„  — '•,  G  +  c^H, 

(  A(r/,-t-a3H  +  «,G')+ «•'(>, -+-/>,H  +  Z;,G')  =  c,  +  r^,  II -f  c,G'. 

Considérons  maintenant  la  quadrique  (en  g,  h,  g' )  de  l'espace  (e), 
représentée  par  la  relation  singulière  (  i), 


elle  admet,  comme  génératrices  rectilignes  de  systèmes  différents  les 
deux  droites 

f      X  C  ,  ~Bh-v^  ,  G  .         -B-y/À 

(.2)  -=^,       h-^       ^^  et       g  =  ^,       A  =  _„^j^-, 

A  désignant  l'invariant  B- —  4AC  —  '[DE.  Cela  suppose  D^o;  nous 
admettrons  de  plus  que  A  n'est  pas  carré  parfait,  c'est-à-dire  que 
l'on  est  en  dehors  du  cas  elliptique  (  '  ). 

Si  maintenant  la  transformation  (a,-,  ^,-,  c„  (/,)  change  la  relation 
singulière  (i)  en  une  relation  identique  (en  G,  H,  G),  les  deux  géné- 
ratrices rectilignes  (12)  auront  pour  transformées  respectives  deux 
génératrices  rectilignes,  de  système  différent,  de  la  (juadriq^ue 

(i  bis)  AG  -+-  BII  +  CG'+  D(IP  -  GG')  +  E  =  o. 

Or,  en  faisant  g  =  ît'  /*  = fr'—  dans  la  première  des  équa- 
tions (10),  on  obtient  la  relation 

\  C(a„  4-  a,ij  +  aM)  +  ~  ^J^  ^^(A„  +  />,(r  +  b.R) 
(       =D(t/„  +  ^,G  +  ^,H), 

(')  Ce  journal,  5"  série,  t.  \,  p.  247. 
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qui  représente,  en  Ci,  H,  G',  un  pLin  parallèle  à  l'axe  («  =  o,  H  ^  <>; 
ce  plan,  on  verUi  de  ce  qui  précède,  doit  couper,  suivant  deux  «jénéra- 
irices,  la  quadiiipie  AG  -i-  13H  -l-  CG'-f-  D(II-  -  GG)  -\-K  —  n  :  dès 
lors,  il  contiendra  nécessairement  une  des  deux  j^ènératrices  de  celle 

surface,  G  ^  j^.  H  =; f>~  '  ^^  désignant  ±:  i),  qui  lui  sont  pa- 
rallèles. En  d'autres  termes,  l'équation  ('i3)  doit  être  satisfaite  pour 
Li  =  =->  H  = rw        '  ce  qui  donne 

^y.  („„  .  a.  g  .  ».  ^^1^)  .  =^  {,.  ^  ^  §  ^  «.  ^^) 

On  en  conclut,  en  égalant  séparément  dans  les  deux  nicrnljres  les 
coefficients  de  \  A  et  les  parties  rationnelles, 

(i5)  Dcl,=  Ca,^  iDl>„-i-  iCb,-  ''(r +  £,/,,. 

(  Cl  )«„-+- C-«,-  'BC«..-  'B^D/^-CA,-  -h//.) 

(i6)  '  ■'■      ■ 

-^i(B^-4A(:-  ',i)K)/^=i^v/„  +  (;i),/,  -  ~,i,. 

De    même,    en    l'aisaiit    (liui>    la    seconde    relalion    (lo)    ir  =  j^i 

/j  =  ^j— ^ — >  on  obtient,  en  (1.  11.  (i  ,  I  l'ipialion  d  un  plan  paral- 
lèle à  Taxe  G'=^  o,  H  =  o,  plan  qui  <li>il  couper,  suivant  deux  généra- 
trices, la  i|iiadrique  (i  liis)  AG  -+-  Bll  -i-.  .  .4-  li  --;  o;  comme  il  est 
j)arallèle  au\  deux   génératrices  de   cette   quadri<jue   (pii   ont   pour 

équations 

'-■  =  ,V     II  ^^^i:^     <=•  =  -•. 

il  cioil  ((inliriir  Wwtr  delli's  :  ce  sera  celle  qui  est  du   mèine  système 


54  G.     HLMBERT. 

qiir  la  génératrice  f^'  =  13'  H  =  ~  J^'^  .  c'est-à-dire  celle  qui  ré- 
pond à  £'  =  —  £.  On  a  donc,  en  portant  dans  la  seconde  équation  (10) 
les  valeurs  indiquées  de  g,  h,  G',  H,  et  en  séparant  les  parties  ration- 
nelle el  irrationnelle, 

(  CDa,  +  ACao-  -^BCaj-  -'Q{Tih,  +  Kb^— -]ib\ 
_  ;  (B^  -  /,  AC  -  4DE)/y,  =  D^c/,  +  ADf/,  -^d,. 

Les  quatre  relations  (i5),  (16),  (17)  el  (18)  fournissent  les  valeurs 
des  cl,  en  fonction  des  a,  el  bj  sous  la  forme 


Dt/„  =  Cao  -I-  eCA,  —  ôE  Z»2  —  — (i  —  t)bo 

Df/,  =  (>/,  -  eA/>„+  sE/y,  -  5(,  +  î)/;, 

(19)     {  '  (^  =  ^0- 

D^„=  Ga,+  £C/>,  -^  £D/y„  —  |(i  +  z)b., 

Dd,=  Ca,-zAb,-iDb,  -  -(i  -e)/^, 


On  calculera  les  c,  d'une  manière  analogue  :  à  la  génératrice  recti- 

lisrne  "-'  =  ?;  >  A  = k-^  '  Qui  est  du  même  svstème  nue  la  première 

"    _  o         D  2D  *  .  1  r 

des  génératrices  (12),  doit  correspondre  une  génératrice  rectiligne 

en  G,  H,  G'.  Or,  si  Ton  remplace  g'  et  h  par  les  valeurs  précédentes 

dans  la  première  des  équations  (11),  on  obtient,  en  G,  H,  G',  un  plan, 

parallèle  à  Taxe  G  =  o,  H  =  o,  qui  doit  dès  lors,  comme  on  s'en  rend 

compte  aisément,  contenir  la  droite  Li  =  t-j  H  = .  t  étant 

le  même  que  précédemmenl. 

On  raisonnera  dune  manière  analogue  sur  la  seconde  équation  (i  i), 
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Cl  l'on  obtioiulia  finalctiienl  les  valeurs  suivantes  des  r, 


U  r ,  =  A  A,  +  £  A  «0  —  î  E  f/3 (  I    —   £  1  «7,  . 


(20) 


Dr,  =  j\.b.,  —  tC.a,  —  iT>a„ (  1  -  £)</,, 

De,,—  Ail, -h  tAa.,-h  iDa, (i  4-  1)0^. 


H.  lîi'riprorjt/enienf,  cherchons  si  les  conditions  (19)  et  (20),  qui 
sont  nécessaires,  sont  suflisanles. 

En  premier  lieu,  les  r/,,  //,,  c,,  f/,  doivent  véritier  les  relations  (7); 
en  Y  substituant  aux  c,  et  </,  leurs  valeurs  (19)  et  (20),  ces  relations 
se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

I  {aù)„3-h(ab),.  =  o, 

•"'^  (  -  \(ah)„,  -h  B(«//)„3  -  C(ah)„  -  D(ah\,  -h  E(ah),,  =  eD/i, 

dont  la  première  est  «îcnérale  pour  toutes  les  transforma  lions  ordi- 
naires. 

En  second  lieu,  il  s'a-;!!  de  voir  si  la  transformation  (fl,,  /',,  c,-,  ^/,), 
dont  les  entiers  caractéristiques  vcrilient  (19),  (20)  et  (.21),  change 
en  elif-méme  la  relation 

(i)  A-  4-  B//  -^  Cg  4-  D(/r  -  gg')  4-  E  ^  o; 

c'est  ce  (iii"<iu  vérilie  sans  diflicnlté  en  rem|)iai.aiit.  dans  celte  relation, 
g,  //,  g'  et  //-—  gg'  par  leurs  valeurs  ((1)  en  (i,  II,  (i'.  11*  —  (ïG',  cl 
chassant  le  dénominateui-  commun  :  on  trouve  ainsi  que  la  relation  (i) 
se  reproduit,  son  premier  nnMuhre  étant  multiplié  par  —  ni. 

Il  ré>;nlh'  de  là  que,  pour  louli'<  les  transformations  ordinaires 
d  ordre  //  ipii  n  allèrent  pas  la  relalinn 

(0  A-  +  Uh  -+-  Cg  +  D(//-'  -  gg)  -  E  =  o. 
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les  entiers  caractéristiques  «,,  i,,  r,,  fZ,  ne  sont  assujettis  qu'aux  con- 
ditions (rç)),  (20)  et  (21). 

Nous  trouvons  ainsi,  en  faisant  successivement  dans  nos  formules 
£  =  —  I  et  £  =  +  I ,  deux  espèces  de  transformations  d'ordre  n  résol- 
vant le  problème  :  nous  dirons  qu'une  de  ces  transformations  est  p/-o^/-/? 
ou  impropre,  selon  qu'elle  répond  à  £  =  —  i  ou  à  £  =  -f-  i . 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dil,  une  transformation  proi)re  reproduit 
la  relation  (r),  en  multipliant  son  premier  membre  parle  facteur  4-  n\ 
pour  une  Iransformalion  impropre,  le  facteur  serait  —  //. 

9.  Aulrc  expression  des  c,  et  r/,.  —  Les  relations  (u))  et  (20),  qui 
donnent  les  c,  et  r/,-  en  fonction  des  o,  et  />,  ne  fournissent  pas  immé- 
diatement ces  quantités  sous  forme  entière,  à  cause  du  facteur  D  qui 
figure  dans  leurs  premiers  membres.  Il  est  aisé  de  remédier  à  cet 
inconvénient. 

Supposons,  par  exemple,  (jue  les  coefficients  A  et  D  soient  premiers 
entre  eux,  et  désignons  par  ^9  et  q  deux  entiers,  choisis  arbitrairement 
et  vérifiant  la  relation 

(22)  Ap  ^Tiq  —  i. 

La  première  des  relations  (20)  s'écrit,  eu  utilisant  (22;, 

Dco^  A/>„+    —  £Co,  +  £E<7o  —  -(i  +  £)ao    (\p  +Dq); 

comme  A  et  D  sont  premiers  entre  eux,  le  coefficient  de  A,  dans  le 
second  membre,  doit  être  divisible  par  D,  ce  qui  donne,  en  désignant 
par  0  un  entier,  les  deux  équations  : 

I    r„  =  OA  -i-  <7      —  £C<7,  +  £E<7.  —  ^(1  +  î  )f'o  L 

(23)  "-  -^  J 
/.„  =  0D  ~  p\-tCa,-^tMa.,  -^{i-^t)aX 

De  même,  en  désignant  par  t,  7  et  p  des  entiers,  les  trois  dernières 
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(24) 


-H  (7  UK/7,  J-  -(I  —  £  )a,     , 

A,  =::  tD    -  ia„  -+-  p    sl^la,  H (i  —  £)a,    , 

c,  =  aA  -  za„  —  7   £Ca,+  -(i  -eK'^J, 

^2  =  ctD  -+-  />   îCa,  -4-  -  (i  —  £)aj   . 

c„  =  s  A  +  £a,  —  (7-(  I  -t-  £,)«,. 

/;.,  =  pD  —  £«2  -H/j-d  -f-  £)a3. 

On  a  ainsi  les  expressions,  sous  forme  entière,  des  bj  et  c,  en  fonc- 
tion des  a,  et  des  entiers  0,  t,  t,  p;  pour  obtenir  les  </,,  il  suffit  de 
porter,  dans  (19),  les  valeurs  ci-dessus  des  i,,  et  Ton  trouve,  en  tenant 

comptf  dans  les  calculs  de  la  rolalioii  A^  -+-  T)q  =  i, 

'  ./„=£tC-£tE-0^-(i  -£), 

r> 

c/,  =  qCn,  —  (j  Kf/j  —  £0A  -I-  £2K  -+-  £y-(i  -+-  £W„, 

(2^)    j  <.  =  £OD-t- />(>/,  -/jEa,  4- spC^  ^(i  ^-£)(£/>f/„-7|- 
r/.,  =  a„  —  £aA  —  ctD  -f-  yCf/,  —  /'l^«, 

^^('  -£)[-?-+- î7"---^/'^'-I- 

Les  ('•([nations  (■.>.! )  dovienncnl,  si  Ton  y  roinplacc  Io<  /',  pai-  leur- 
valeurs  |)i('r(''dontos, 

prt„  —  Ortj  4-  'jo,  —  -.a..  —  o, 

a\  -t-  <-/'«';  -H  E^ff,  4-  H/Wor?, 
(26);        -f-  (tly  —  E/))^,,^?,  -  Iify«„Oj—  (Cy  -I-  E/>)<7,<7j 

-f-  £[A(0«,  — af/J-f-  B(p^„—  0<7j)  -i-C(p«,  —  Tfl,)| 

4-  £D(Ort,  —  -,a^  4-  E(7fl,  —  pflrj)|  =  rt. 

Journ.  lie  .\falh.  (.'>•  série),  lomc  IN.  —  Fasc.   I,  igo.l.  " 
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Finalement,  toutes  les  transformations  ordinaires  d'ordre  n  qui 
n'allèrent  pas  la  relation  singulière 

A  -  +  BA  +  Cg  4-  \)(h-  -  _--')  -t-  E  =  o. 

où  A  et  D  sont  premiers  entre  eux,  ont  leurs  entiers  caractéristiques 
/y,,  c,,  di  exprimés  par  les  formules  (23),  (24)  et  (sS  j,  en  fonction 
des  a,  et  de  quatre  entiers  p,  0,  t,  c,  liés  aux  r/,  par  les  relations  (26)  : 
dans  ces  formules,  p  qI  q  sont  des  entiers,  formant  une  solution  de 
l'équation  \p  -1-  D<^  =  t. 

10.  Cas  particuliers.  —  La  relation  singulière  donnée  peut  toujours 
se  ramener,  par  une  transformation  d'ordre  i,  comme  je  l'ai  établi 
ailleurs  (  '  ),  à  lune  des  formes 

h^--gg'  =P, 

h--  gg'^h  =  V, 

selon  que  son  coefficient  B  est  pair  ou  impair.  On  a  alors  D  =  i,  et 
les  formules  ([9)  et  (20)  donnent,  sous  forme  entière,  les  c,-,  </,  en 
fonction  des  a,,  h,.  On  trouve  ainsi  : 

1°   Transformations  ordinaires  d'ordre  n  n'altérant  pas 


Ir 

-^«■'-P  =  o 

c,„  = 

~  zVa.„ 

d„=      zPh, 

(\  = 

^P«:., 

d,=  -  tVh, 

c.,= 

—  îc/,,. 

fl,=      ih,, 

C:,= 

ÎC/,, 

d,  =  -th, 

(=^-)       \  ..        ..  ,         ,   '      ^^  =  ±0, 


les  a,  et  i,  étant  liés  uniquement  par  les  relations  (.>i  ),  à  savoir 

(  «0^3— «3^0+        a,b^  —  aj>,    =  CK 
(28)  { 

Oo^,  —  a^bf,—  PÇa^bj  ~  a^h.,)  =  —  nz. 


(')   Ce  Jouiii;il,  5"  série,  t.  V,  p.  245. 
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Ces  formules  coïncidenl  avec  celles  (ju'a  (loiiin'i-s  M.  Itmir^'il  dans  le 
cas  de  /i  =  I . 

Les  transformalioiis /jro^re^  répondeiil  à  £  =  —  i  ;  dans  le  cas  nar- 
ticulier  de  «  =  1,  elles  changent  la  relation  //-  —  f^^' — P  =  o  en 
H"  —  GG'  —  P  =  o;  les  transformations  inipropies  (e  =-+-  i)  la  chan- 
gent en  —  (H^—  GG'—  P)  =  o  :  on  le  voit  de  suite  en  rem[)la(;aiit 
h^  —  gg'  par  sa  valeur  (6)  et  en  chassant  le  dénominateur. 

Il  résulte  de  là  que  le  produit  de  deux  transformations  (2-)  d'ordre 
un  et  de  même  espèce  est  une  transformation  (27)  propre  du  même 
ordre;  le  produit  de  deux  transformations  (27)  d'espèces  dillérentes 
est  une  transformation  (27)  impropre. 

2°   Transformations  ordinaires  d'ordre  11  n'altérant  pas 


(29) 


■;. 


c„  =  —  tVa., ('  -«-  ^)a„ 

c,  =  ïlV/j—  -(1  —  i)a, 
c^  =  —  £  a„ — -(i— cjaj 
c,=       £    a,-  l(,^t)a, 

d„—  iVh^—  -(\  —  i)ho 
</,  —  —  eI'^j—  -(i  -h  s.)0, 
d,=       ^    0„-  -^{i  ■^-  £)/;, 

é/,  =  -£      /y,-    '(I  —£)/,, 

les  a,  et  A,  élanl  lii>  iini(|ii(iiiiiil  par  les  reiatinns  {■-'.i).  à  savoir  : 

(  aohf-  a,l>„-h  a,ù,—  a.,b,^o, 

(3o) 

(    —  "u^'i  -+■  «a/'„H-  "„/',  —  n,b„  —  V{aJ>,  —  aJ^J^  —  —  m. 
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11.   CasoùD  tisl  nul.  —  Les  formules  précédentes  supposent D^o; 
si  D  est  nul,  c'est-à-dire  si  ki  relation  sinj^ulière  proposée  est  du  type 

Air  4-  B//  +  Ci,'-' -i-  E  =  o, 

on  opère  sur  elle  une  Iransfornialion  particulière  d'ordre  un,  T,  de 
manière  à  la  changer  en  une  relation  pour  laquelle  D  ne  soit  pas  nul; 
si  S  est  une  transformation  quelconque  laissant  celle-ci  inaltérée,  la 
transformation  TST~'  n'altérera  pas  la  relation  proposée,  et  récipro- 
quement. On  obtiendra  donc  par  ce  procédé  toutes  les  transformations 
de  la  proposée  en  elle-même.  Voici  le  résultat,  en  supposant  A^o. 
Les  bi  et  </,  sont  donnés,  en  fonction  des  a,  et  q,  par  les  relations  : 

,  Aèo=      eCo,  —  eEooH (i  +  £)ao) 

A6,=—  eAoo  +  ^Eo.,  H — (i  —  £)a,, 


(3.) 


A^j=        îCOa 

A^3  =  —  sAa^ 

Kd^--  tCc^ — îEt^ 
Af/,  =^  —  t Ac„  -T-  sEcj 
Af/o=  ïCfa  -+  ôEa; 
A  rf\  =  —  £  A  Co  +  î  E  a. 


H (i  —  t)a.., 

B 


O^o, 


£Ea„-  -(i 

£Ea,  -  -(n-£)c,. 


(32) 


Quant  aux  a,  et  aux  c,-,  ils  sont  liés  par  les  deux  relations 

(rtc)„,  +  (ac),2  =  o, 
—  A(ac)(i;  -t-  lî(ac)o3  -t-  C(ac),3  —  ^.{ac).^^  =  £A«. 


En  particulier,  si  A  =  i,  les  relations  (3i)  donnent  les  Z/,  et  </,  sous 
forme  entière. 
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12.  Transformations  singulières.  —  Cliorclioiis  di-  même  les 
tianstormalions  siiij,'ulièrcs  (')  qui  iraltèrent  pas  la  relation 

(i)  A-  -+-  Wh  4-  Cg  +  D{h'  -  gg')  ^  E  =  o, 

supposée  la  seule  relation  singulière  entre  les  périodes. 

Kn  ce  cas,  les  relations  qui  donnent  g,  h,  g\  /j'  —  gg'  en  fonction 
dcG,  II,  G',  H^ — GG',  ou  inversement,  ),'ardent  (*)  une  forme  ana- 
logue à  celle  des  relations  (6)  et  (8);  les  relations  (9)  subsistent  égale- 
ment. Il  en  résulte  que  les  raisonnements  des  n"'  6-8  sont  encore 
applicables,  et,  par  suite,  que  les  rf,  et  c,  sont  toujours  donnés  en  fonc- 
tion des  a,  et  6,- par  les  équations  (19)  et  (20).  Seulement  entre  les 
a,,  bi  on  n'a  plus  les  relations  (21),  qui  découlaient  des  relations  (7), 
caractéristiques  d'une  transformation  ordinaire.  Celles-ci,  pour  une 
transformation  singulière  d'indices  /  et  A ,  sont  remplacées  par  les  sui- 
vantes ('■'): 

(ac  )„,  -t-  (ac  ), ,  ^  A  A ,  { dO)„,  -^  {db},,  =  CA', 
(ab),,-h(ab),,^Dk,  (cd)„:,-h  (cd),,  =  Ek, 
(':"Oo3-l-(«t/)t2=  ',  (6c)„3-H(ic),,  =  /-HBA-. 

En  tenant  compte  de  (19)  et  de  (20),  on  réduit  ce  système  à  deux 
équations  seulement  : 

i  [ab)„:,-h(ab),,=  l)lx, 

(Sô)  !   -  A((;i)„,-,- li(^./A,)„,-C(a^),, 

-  D{ab)„,  -h  K{ab),,^  Dli  -h  ^Vi  -(-  £)DA. 

t'inalement,  les  formules  (19),  (20)  et  (33)  fournissent  toutes  les 
transformations  singulières,  d'indices  /  et  A,  n'altérant  pas  la  rela- 
tion (1),  supposée  la  seule  singulière  entre  les  périodes  g,  h,  g'. 


(')   Voir  le  Journal  de  Math..  '>'  série,  l.  \I,  p.  aSi  el  suivantes 

{')  Ibid..  p.  284. 

(')  IbiiL.  p.  283  elaSe. 
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On  peut  en  déduire  des  formules  analogues  à  (23),  (2'|)  et(25), 
donnant  les  hj,  Ci,  d^  en  fonction  des  a,  et  de  quatre  entiers,  liés  entre 
eux  par  deux  relations. 

J5.  Bornons-nous,  dans  cette  voie,  à  indiquer  les  résultats  pour 
les  transformations  si nguiicrcs  de  degré  i. 

Il  résulte  de  nos  recherches  antérieures  qu'une  transformation  sin- 
gulière de  degré  i ,  relative  aux  fonctions  abéliennes  dont  les  périodes 
vérifient  la  relation 

A  o-  +  B/^  +  C -'  +  V>(h'  -  gg')  +  E  =  G, 

est  déterminée  (à  une  transformation  ordinaire  près  d'ordre  i)  quand 
on  se  donne  ses  indices,  /et  A,  c'est-à-dire  deux  nombres  entiers  satis- 
faisant à  l'équation  de  Pell 

(2/  +  BAf  -  A-^(B^  -  4AC  -  4DE)  =  /,. 

On  trouverait,  par  les  formules  (19),  (20)  et  (33),  deux  espèces  de 
transformations  singulières  d'indices  /  et  A;  il  suffit  de  connaître  une 
de  celles  qui  répondent  à  £  =  —  i,  car  les  autres  transformations  de 
mêmes  indices,  répondant  soit  à  e  =  —  i ,  soit  à  £  =  -f-  i ,  s'obtiennent 
en  faisant  précéder  la  première  d'une  transformation  ordinaire  quel- 
conque de  degré  un. 

Or,  les  formules  (19),  (20),  ou  mieux  les  formules  (23),  (24),  (26), 
où  l'on  fait 


a.,  =  0^  =  0, 


donnent  la  solution  suivante 


(■M) 


«0=1,  «1  =  "> 

i„  =  6,  b^  —  i  -\-  -D, 

Ca  =0,  c,  =  tA, 

t^o  =  — -C -f- (tE,  r/,=:  — pE, 
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a-,  =  O,  «j  =  f>, 

(34)      ; ''=='"•  ''■-■="• 


rfo=  —  pC,  f/,  =  I -H  crA  —  pBH- tD, 

en  supposant  A  cl  D  premiers  entre  eux;  et  Ton  a,  daprès  (33), 

pr^A,  ,4- aA-AH -^tD  =  /. 

Nous  avons  d'ailleurs  établi  {lue.  cil.)  que  toutes  les  transforma- 
tions siiif,^ulières  du  premier  degré  sont  (à  une  transformation  ordi- 
naire prés  d'ordre  i)  les  puissances,  positives  ou  négatives,  de  celles 
dont  les  indices  /  et  A-  forment  (  ')  la  plus  petite  solution  entière  de 
l'équation  de  Pell  : 

(2/-+  BAy  — A-=(B-'-  4AC  -  4DP:)  =  4. 

En  particulier  \q%  transformations  singulières  de  degré  i.  corres- 
pondant à  la  relation  Ir  —  g'^'  —  P  =  o,  sont  des  puissances  de  celle 
(^d'indices  /  et  k)  (|ue  définissent  les  formules  (^34)  : 

«0  =  I ,  a,  =  o,  a..  =  o,  Oj  =  o, 

h„  =  o,  ^,  =  /,  h.,  =  o,  h,  =  A, 

'"o  =",  '•.  =o,  Cn  =1.  '•,  —  o, 

d„^0,  r/,=  P/,.  rl,~n.  ,/,     :  /: 

/  et  h  (ii'siuiii'Ml  ici  la  j)1ms  petite  solution  |K)sitive  de  ré(|uation 

/-•-rA"=i. 

La  Iraiisliiniialioii  priH-i'-dciiIr  nalli'i  r  pa-  la  iclatiou  Ir  —  IrS  ~  "'  =="i 
plus  exactement,  en^vertu  îles  formules  générales  de  la  transformation 
singuliére,(re  Journal,  5"  série,  t.  ^  I,  p.  ■-•84  ),  elle  change  cette  rela- 
tion en  /(11-  —  (i(i  —  1»)  =  o. 

(')  Ibid..  p.  3 10-3 16. 
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i-i.  Extension.  —  La  méthode  employée  aux  n'"'6-8  permet  égale- 
ment, de  trouver,  presque  sans  calcul,  les  transformation-  ordinaires 
d'ordre  «  =  ±  i,  qui  permettent  de  passer  d'une  relation  singulière 
donnée  à  une  autre  également  donnée,  mais  nécessairement  de  même 
invariant  que  la  première. 

Soient  les  relations  : 

A-    ^B/i     -^Cg'    +D  {Jr—gg')   ^-E  =o, 
A,Ct  +  B,H  +  C,G'+D,(H^'-GG')  +  E,  =  o, 

avec  la  condition 

B--4AC-4DE  =  B;-4A,C,  — /,D,E,. 

Les  transformations  ordinaires  du  premier  degré  qui  changent  la 
première  relation  en  la  seconde  ont  leurs  entiers  c,  et  t/,,  donnés  en 
fonction  des  a,,  b^  par  les  équations  : 

Dco  =  A/>„-£C,a,  +  £E,  a,-  ^(B  +  cB.) 
De,  =AZ;,+  £A,a„-  £E,  a,-^(B-cB,) 
De,  =  A^*, -sC.a:,  -  £D,r/„-^(B-cB,) 
De,  =  A/>,  +  £A,o,+  £D,«,— -'(B  +  £B,) 


(35) 


b„  ,, 


{t=±l). 


T)d,  =  Ca,^zC,b,  -  cE,  h,-  ^(B-eB.) 
Dr/,  =  Co,-£A,^„  +  £E,  b,~  ^(B  +  £B.) 


Df/,=  Cfl,+  £C,/^, +  £D,/>„  -  ^(B  +  £B,) 
Drf,,=  Ca,-£A,/*,  -  £D,A.  -  :^(B  — £B,) 
Les  a,  et  i,  sont  liés  uniquement  par  les  deux  relations  (où«  =  ±i): 

(o/Oos-^  {ab),„=  o, 
—  A,(ai)„j-f-B,(<7/>)o3  —  C,(a/>),,,  -  D,(aA)„,-f-  E,(ab)3.,=  inB. 
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Om  iiioltrait  les  c,  et  rf,  sous  forme  enlit-rc  par  le  procédé  du  n"  9. 
Si  1)  l'IaiL  nul,  on  trouverait  sans  difficulté  les  formules  suivantes 


(36) 


+  ?(B-£B.). 


Ah,  =  —  £  A ,  a„  -T-  î  E,  a , 
A6j=  tÇ,  a-j-h  iD,a^, 
Ah,  =  —  zA,a.,—  tD,a, 

Ado=      iC,  c,  —  eE,  Co  —  Ea„  —  -  (B  —  eB,  )c^. 
Ad,  =  —  £A,r„  -t-  Œ,  c,  —  Ea,  —  -  (B  -f-  £B,)c,, 
I   Ad,=      £C,<-, -^£D,c„ -Ea,-  ^(B-+-£B,)c„ 
Ad3  =  —  tA,C3  —  iD,c,  —  Ea,—  -  (B  —  eB,)c3, 

Les  «,  et  c,  sont  alors  liés  par  les  relations  (où  //  =  it  i)  : 

(ac)o,,  +  {ac),2  =  o, 
—  A,((ir)„,  -i-  B,(ac)„,-h  C,(ac),3  -  D,(ac)„,  -  E,(ac)j,  =  £«A. 


i)i:i  \ii;mi:  rAuriE. 

Fonctions  abéliennes  doublement  singulières. 


Généralités. 

l'ii.  Les  périodes  d'une  fonction  abélienne  étanl  ramenées  à  la  furmc 
normale,  (i,  o);  (o,  i);  {rr,  //);  (//,  if),  la  foneliou  sera  dile  doiihlr- 

Journ.  lie  Math.  (5*  série),  li>im-  I\.  —  Kasc.  I,  190Î.  9 
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ment  singulière  s'il  cxislp,  entre  j^,  A,  p;' ,  f/cux  relations  sinL,Milières  fin 
type  (i),  à  savoir  : 

(i)  Ag  +BA  +Cg'  +D  (I,:^-gg')+E  =o, 

(2)  A,  o-  +  B,  A  +  C, -'  +  D.  (Jf--gg')  +  E.  =  G, 

les  A,  B,  . . .,  E,  et  de  même  les  A,,  B,,  . . .,  E,,  étant  ries  entiers  sans 
diviseur  commun. 

Observons  d'abord  que  nous  avons  le  droit  de  supposer  premiers 
entre  eux  les  déterminants  tels  que  AB,  — BA,,  ...,  DE,  —  ED,, 
formés  avec  quatre  coefficients  correspondants  des  relations  (i)  et  (2)  : 
dans  le  cas  contraire,  il  suffirait  de  remplacer  une  de  ces  relations  par 
une  de  ses  combinaisons  linéaires  avec  l'autre.  Nous  dirons  alors  que 
le  système  (i)  et  (2)  asi propre. 

Cela  posé,  soient  F  et  F,  les  premiers  membres  des  équations  (i) 
et  (2):  l'invariant  d'une  relation  singulière  entre  les  périodes  étant 
nécessairement  positif  (^Journal  de  Math.,  5"  série,  t.  V,  p.  246),  il 
faut  que  l'invariant  de  la  relation 

(3)  ^.F  +  rF,  =  o, 

où  .r  et  y  désignent  des  entiers  quelconques,  soit  positif  (').  Or,  si 
l'on  pose 

(  A  =  B^-4AC-4DE;         A.  =  B;  -  4  A,C,  -  4D,E„ 
^ '^     i  S  =  BB, -2AC, -2CA,  — 2DE.-2ED., 

cet  invariant  a  pour  expression  la  forme  quadral'\(jue  binaire  enx,y  : 

(5)  ^.x- +  i^cry -\- \^y-, 

qui,  par  suite,  doit  être  définie  et  positive.  Les  coefficients  A  et  A,  des 
carrés  sont  positifs,  puisque  ce  sont  respectivement  les  invariants  des 
relations  singulières  (1)  et  (2);  il  suffit  dès  lors  que  le  discriminant 

(')  Voir  aussi  à  ce  sujet  le  Tome  VI,  .">'■  série,  dejce  Journal,  p.   334-336. 
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<li'  la  fiii'mc  (5),  à  savoir 
soit  positif. 

I(J.  linatKinls.  —  <)|)rroiis  iiiaiiilciiaiil  siiilrs  itriiodcs  une  Iraiis- 
fornialioii  ordinaire  du  premier  dej.^ré,  (jnclconijue  d'ailleurs;  les  rela- 
tions sinf,'ulièrcs  F  =  o,  F,  =  o  se  chanj^eut  respectivement  en  deux 
relations  analogues,  F'=o,  F,  =  o,  qui  constituent  un  système 
propre. 

Car,  s'il  en  était  autrement,  la  relation  xV  +  y¥\  =  o,  où  x  et  j 
sont  des  entiers  premiers  entre  eux,  aurait  tous  ses  coefficients  divi- 
sibles par  un  même  facteur  ;  mais  elle  est  la  transformée  de  la  relation 
x¥-hy\\^o,  où  les  coejjlcicnls  n'ont  aucun  facteur  commun'. 
puisque  le  système  F  =  o,  F,  =  o  est  propre,  et  l'on  sait  (')  qu'une 
telle  relation  estchangée,  par  une  transformation  ordinaire  d'ordre  ±  i, 
en  une  relation  jouissant  de  la  même  propriété. 

Cela  posé,  les  invariants  de  F'  et  F',  sont  respectivement  égaux  à 
ceux,  A  et  A,,  de  F  et  F,,  d'après  la  définition  même  de  l'invariant;  on 
vérifie  aisément  par  la  marche  suivie  à  propos  de  l'invariant  (-)  que 
la  quantité  5  définie  par  (f)  est  un  invariant  simulluné  des  deux 
relations  F  :=  o,  F,  =  o. 

Il  résulte  de  là  que  la  forme  quadratique  (5)  reste  inaltérée  quand 
on  opère  sur  les  deux  relations  singulières  initiales  une  même  trans- 
formation ordinaire  du  premier  degré. 

17.  <  )n  priii  alliT  phisloin,  en  renqdavant  le  systèmi-  F=  o,  F,  =  o, 
par  un  système  arilknu'tiqutimnl  èquivalenl,  c'esl-à-dire  par 

(S)  XF -f- (xF,  ^  o,         X'F  +  a'F,  =  u, 

X,  [A,  X',  [/.'  désignant  des  entiers  tels  cpie  Xu.'—  X'ix  =  ±  i  :  il  est 
clair  que  le  système  (S)  est  propre  en  mèuje  lenq»s  que  le  svstème 
F  =  o,   F,  r:=  o.   La  forme  qiiadi  alicpie  en  x',  y'  (pii  lui  ciurrspiind. 


(')  Ce  Journal,  5»  série,  l.  V,  p.  287 
(»)  Ibid.,  ]).  aSG-aS;. 
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c'est-à-dire  rinvariant  de  la  relation 

x'(\F  +  [xF,)  +  y'(h'F  -+-  [J-'F,)  =  o, 
ou 

Ckx'  -\-  Xy)F  +  (pLj:'+  [jL'y')F,  =  o, 

se  calcule  en  remplaçant,  dans  la  forme  (5),  x  ely  par  ')^x'  -+-  'k'y'  et 
|xa;'-l-  ]J-'y' ■  En  d'autres  termes,  puisque  Xu.'  —  X'[/.  est  égal  à  ±  i,  la 
forme  ainsi  obtenue  en  x',y'  est  équivalente,  proprement  ou  impro- 
prement, à  la  forme  (5)  en  x,  y.  Si  nous  combinons  ce  résultat  avec 
ceux  du  numéro  précédent,  nous  arrivons  à  ce  théorème  : 

18.  Théorème.  —  A  un  système  propre  de  deux  relations  singu- 
lières F  =  o,  F,  ^o,  entre  les  périodes,  correspond  une  forme  qua- 
dratique binaire  positive  en  x  et  y,  qui  est  l'invariant  de  la  rela- 
tion singulière  x¥  -h  y  F,  =  o  :  cette  forme  se  change  en  une  forme 
proprement  ou  improprement  équivalente  quand  on  remplace  le 
système  initial  par  un  système  arithmétiquement  équivalent,  ou 
quand  on  opère  sur  lui  une  transformation  ordinaire  de  degré  un. 

En  d'autres  termes,  à  tout  système  propre  F  =  o,  F,  =  o,  est  as- 
sociée une  classe  de  formes,  l'équivalence  entre  deux  formes  quel- 
conques de  la  classe  étant  propre  ou  impropre  ;  cette  classe  demeure 
inaltérée  pour  une  transformation  de  degré  un  effectuée  sur  le  système 
initial  ('). 

19.  Invariant  absolu  du  système.  —  Il  suit  de  là  que  le  système 
F  ^  o,  F,  =  o  possède  un  invariant,  à  savoir  le  discriminant  AA,  —  ô* 
de  la  classe  associée  :  la  propriété  peut  aussi  être  vérifiée  directement 
sans  autre  difficulté  que  la  longueur  des  calculs.  Nous  appellerons  cet 
invariant  \ invariant  absolu;  û  est  toujours  positif. 


(')  Dans  tout  ce  Mémoire,  à  moins  d'avis  contraire,  nous  appellerons  classe 
de  formes  quadratiques  binaires  l'ensemble  des  formes  proprement  ou  impro- 
prement équivalentes  à  l'une  d'elles;  une  de  nos  classes  comprend  donc  ffénéra- 
/e/?îe«i  deux  classes  ordinaires  opposées  ;  la  seule  exception  est  qu'une  classe 
ambiguë  ordinaire  constituera  à  elle  seule  une  de  nos  classes. 
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20.  Problème  inverse.  —  Si  deux  systèmes  de  deux  relations  sin- 
gulières donnent  naissance  à  une  même  classe  de  formes  binaires,  ces 
deux  systèmes  sont-ils  réductibles  l'un  à  l'autre,  par  une  transforma- 
tion du  premier  degré?  Sinon,  à  (juels  types  canoniques  peuvent  se 
réduire  tous  les  systèmes  donnant  naissance  à  une  même  classe? 

Telle  est  la  question  que  nous  allons  aborder;  nous  restreindrons 
souvent  les  démonstrations  au  cas  où  les  coefficients  B  et  B,,  qui 
figurent  dans  les  relations  (i)  et  (2),  sont  tous  deux  pairs  :  en  ce  cas, 
la  forme  (5),  liée  au  système  (i),  (2),  a  tous  ses  coefficients  divisibles 
par  4,  et  l'on  reconnaît  immédiatement,  par  lexamen  des  formules  (4), 
que,  dans  tout  système  donnant  naissance  à  une  forme  de  la  même 
classe,  les  coefficients  analogues  à  lî  et  B,  sont  également  pairs. 

11  n'y  aura  aucune  difficulté  à  étendre  les  raisonnements  au  cas  où 
B  serait  pair  et  B,  impair;  quant  au  cas  de  B  et  B,  impairs,  on  le 
ramène  au  précédent  en  remplaçant  le  système  F  =  o,  F,  =  o  par  le 
système  ai  ithmétiquenicnt  équivalent  F  —  F,  ^o,  F,  ^  o. 

21.  Remarque  l.  —  D'après  cette  dernière  observation,  un  a  tou- 
jours le  droit  de  supposer  B  pair;  la  forme  (  />)  appartient  dès  lors  au 
type 

'l(ax--l-  hxy  -^-  c^-),  si  B,  est  pair; 

[\ax'^ -^  \hxy  -i-  (4t'  -h  i)^'-,         si  B,  est  impair. 

Réciproipiement,  une  forme  de  luii  ou  l'autre  de  ces  types  déri- 
vera toujours  d'un  système  propre  de  deux  relations  singulières;  par 
exemple,  les  deux  formes  ci-dessus  dérivent  respectivement  des  sys- 
tèmes pi'()|)res 

1   '''  -  ëo   -  "  =  "'  [Ir-gg—a^o, 


lirmaitjiii'  II.  —  Il  est  aisé  de  reconnaître  \c  cas  elliplique,  c'est- 
à-dire  celui  où  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce,  correspon- 
dant an\  périodes  considérées,  est  lèduclible  à  une  intégrale  ellip- 
liipio.  Nous  a\ons  établi (')  que  ce  cas  est  caractérisé  par  une  relation 

(')  Ce  Journal,  5*  série,  l.  V,  p.  3^7 • 
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siiii^nlière  entre  les  périodes  ayant  pour  invariant  un  carré  f)arfait  :  si 
donc  les  fonctions  abéliennes  considérées  sont  liées  par  un  système  de 
deux  relations  singulières,  on  sera  placé  dans  un  cas  elliptitjue  lorsque 
la  forme  quadratique  associée  au  système  pourra  proprement  repré- 
senter un  carré;  c'est-à-dire,  en  vertu  d'un  beau  résultat  de  Gauss, 
lorsque  cette  forme  appartiendra  au  fleure  principal. 

Réduction  d'un  système  de  deux  relations  singulières. 

22.  Admettons,  comme  au  n"  20,  que  la  forme  (5),  liée  au  sys- 
tème F  =  o,  F,  ^  o,  à  savoir 

(.•))  Ax- -I- 2  0arK -t- A|_y-, 

ait  ses  coefficients  A,  io,  A, ,  divisibles  par  4 ;  nous  désignerons  par  4 i2 
leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Soit  alors  P  un  nombre  premier /^o*/^//"  représenté  proprement  par 
la  forme  (5),  api'ès  division  des  coefficients  de  celle-ci  par  4ii  :  on  sait, 
par  un  théorème  célèbre  de  Dirichlet,  qu'il  existe  une  infinité  de  tels 
nombres  premiers  (').  La  forme  (5),  pour  des  valeurs  x'  et  y\  pre- 
mières entre  elles,  de  x  et  y,  prendra  donc  la  valeur  4i2P.  Si  a?"  et  y" 
sont  des  entiers  tels  (\ue.  x' y"  ^ y' x"  ^  ±  \ .,  on  pourra  remplacer  le 
système  initial  F  =  o,  F,  =  o,  par  le  système  aritlunétirjuement  équi- 
valent a,-'F +/'F,  =  o,  x"¥  +  y"¥ ,  =  o  :  d'ailleurs  la  première  de 
ces  nouvelles  relations  a  pour  invariant  '\ÙV,  en  vertu  de  ce  qui  pré- 
cède; on  peut  dès  lors,  par  une  transformation  ordinaire  d'ordre  i,  T, 
la  réduire  au  type 

Ir-  gg'  -HV  =  o, 

de  même  invariant,  [\ÇlV .  Soient  alors  $  =  o  la  transformée,  par  T, 
de  a;"F  H-y'F,  =o;  D'  le  coefficient  de  h"  —  g  g'  dans  $;  le  système 
h-  —  g  g'  — ÙP  =  o,  $  =  o  peut  être  remplacé  par  le  système  arith- 


(')   Il  est  clair  qu'on  a  le  droit  de  supjioser  que  P  ne  divise  pas  li. 
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mctiqiiomcnt  équivalent 

(Oj       /,=  ---'-QP  =  o,         *-D'(/r-  --'-QP)  =  o, 

où  la  seconde  relation  est  privée  de  terme  en  /r  —  gg'. 

D'ailleurs  toutes  ces  transformations  n'ont  pas  changé  la  classe  de 
la  forme  binaire  (5)  associée  au  système;  celle-ci  a  donc  toujours  ses 
coefficionls  divisibles  par  40,  ce  qui  exige  d'abord  que,  dans  les 
deux  relations  singulières  finales  (6),  les  coefficients  des  termes  en  li 
soient  pairs.  On  a  donc  le  droit  de  supposer  le  système  initial  (i  ),  (2) 
ramené  au  type 

(7)  Ir-gg'-aV  =  o, 

(8)  a/r-l-a^/j -I- Y.ir'— ûj  =  o, 

a,  p,  Y,  co  désignant  des  entiers  tels*  que  a,  l'p,  y,  w  soionl  premiers 
entre  eux.  La  forme  quadratique  binaire  liée  au  système  (7),  (8)  a 
pour  expression 

(ç))  /jfQIV  +  coxy  +  (3»  -  y.-)y']\ 

d'après  ce  qui  vient  d"èlre  dit,  elle  doit  être  divisible  |)ar  4Û,  c'est- 
à-dire  que  o)  et  (J3-  —  ay)  admettent  le  facteur  Q;  ils  n'admettent  pas 
simultanément  le  facteur  P,  car  4£î  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  coefficients  de  la  forme  (5),  et  par  suite  aussi  de  ceux  de  la  forme 

é(|ui\alciile  (9). 

25.  (loiisidérons  maintenant  un  second  système  de  deux  relations 
singulière  donnant  naissance  à  une  forme  binaire,  proprement  ou  im- 
proprcnicnl  équivalente  à  la  forme  (5).  En  opérant  sur  ce  système 
comme  sur  le  système  initial,  on  le  réduira  au  type 


(10)  Ir-g^ 

(m)  a.^  +  '-i?./' 


12  i' 


—  fO.  =  o. 


12  et  r   étant   les  mêmes  (juc  |.réc.(l.umi.iit .  piiisiprils  ne  dép<-nd.-nl 
que  de  la  classe  de  formes  à  hupirlle  a|)]>artient  (^  'i). 
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La  forme  associée  au  système  (lo)  et  (i  i),  c'est-à-dire 

(r2)  4[OP:r;=+co,xj  +  (^;-a,Y.Xx^] 

étant  équivalente  (proprement  ou  improprement)  à  la  forme  (9),  a 
même  déterminant;  donc  on  a 

(i3)  (u^  -  4iiP(!3"-  -  ay)  =  w;  -  ^aV(^î  -  a. y,). 

ce  qui  montre  que  2P  divise  w  —  w,  ou  co  -<-  co,.  On  en  conclut  aisé- 
ment, tg  désignant  l'unité  positive  ou  négative, 

(l4)  OJ,  =  C0CO-+-  2|J.(ÎP  (£„=±l), 

car  les  quotients  par  i2  de  w  et  w,  sont  de  même  parité.  Cette  condi- 
tion, jointe  à  (i3),  suffit  pour  qiîe  les  deux  formes  (9)  et  (12)  soient 
équivalentes  :  remplaçons,  en  effet,  x  par  x  +  i^  \t-y  dans  la  forme  (9)  ; 
elle  devient,  si  Ton  tient  compte  de  (i3)  et  (i4)) 

^[ÙPx-  +  t„(ù,xy  +  C^;  -  a,y,)y^, 

forme  proprement  ou  improprement  équivalente  à  (12),  selon  quon  a 
£0  =  -1-  I  ou  £„  =  —  I  . 

Observons  enfin  que  l'équation  (i3),  où  l'on  remplace  eu  par  sa 
valeur  tirée  de  (i4)j  s'écrit,  après  division  par  4^P? 

(i5)  ^--  ay  =  p;  -a,  y,  -  a{w,  -  aQP). 

24.  Cela  posé,  cherchons  si  les  systèmes  (7),  (8)  et  (10),  (11^ 
peuvent  être  ramenés  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  ordinaire 
d'ordre  i,  n'altérant  pas  la  relation  h-  —  gg'  —  fîP  =  o,  commune 
aux  deux  systèmes. 

Il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  qu'une  telle  transforma- 
tion change  la  relation (8),  cig  -+-  2{5/t-i-y^'—  w  =  o,  en  une  relation 
singulière  appartenant  au  système  (10),  (11),  c'esl-à-dire  du  type 

(16)     ^'{y.,g  +  aji.A  -^-  y,  o'_  o),)  -H  K'{h'  -  gg~ÙV)  =  o, 


(2.) 
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X' et  jj.'  étant  entiers.  D'ailleurs  a'  doit  être  égal  à  ±i,  puisque  le 
système  (lo),  (lOj,  déduit  du  système  propre  (7),  (8)  par  une  trans- 
foiiiinlion  d'ordre  i ,  est  aussi  un  système  propre  (n"  16);  nous  avons 
donc  (inalemcnt  à  rechercher  si  une  transformation  ordinaire  du 
premier  ordre,  n'altérant  pas  h'-  —  gg'  —  QP  =  o,  peut  changer  Tune 
dans  l'autre  les  relations 

a^  +  2!âA^Y°-'- w=zo, 

(17)  a.^  +  ap./t-t-Y.ê-'-w.  — >^(^'-è'-é:'-^r>^^^  "• 

X  désignant  un  entier. 

Une  première  condition  nécessaire  est  que  ces  relations  aient  même 
invariant,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(18)  ^=-  xY  =  ;i;-a,Y,  — A(co,- Ai2P). 

Soient  maintenant  r/,,  //,,  r,,  r/,  les  seize  entiers  caractéristiques  de 
la  transtoi  iiialion  cliercliée;  celle-ci  n'alléraul  pas  la  relation 

on  a,  entre  ces  entiers  (n°  10)  les  équations 

I    C„=—  îfiPOj,        C,    =         £f2P«,,        Cj  =—£«„,        C^=z         la,, 

I  (^  =  ±0, 

(  (^/')„.i-l-         (a/>),.,  =  o, 

D'après  les  formules  (3G)  du  n"  1  i,  où  l'on  fait  n  -  -h  i,  pour  que 
la  Iranstoiniation  (o,.  //,,  r,.  d-)  change  Tune  dans  l'autre  les  relations 
(17),  il  l'anl  et  il  siiflil  cpron  ait,  entre  les  </,,  (>,,  r,,  d,,  les  équations 

aha  =  Vi',u,  +  r,(  to,  — >.lilM<7a-l-  (p  -f-ir,p,)«„ 
«A,  =  -  r.x.Oo—  yj(co,  '/  QV  ta.  -t-  (^  ~  r)^,)rt, 
a/y,  =       r,Y ,  a,  —  r^X  n„  (^  ^  -  rj^ ,  )  «, 

aA,  =  - r,a,f/,-t-r,Ar/,  -  (^  -h  ri^,)a,  (t)=±i), 

Journ.  de  Math.  ('■>'  série),  loiiic  l\.   —   hase.  I,  i9«3.  lO 


(20) 


(.3) 


^4  '■•     IIUMBERT. 

et 

y.d„=      -q-Y^c,  +  Yi(co,  -  A£2P)ca  +  coa„-  (fi  —  Yiji,)'',, 

,  arf,  =  — Y]a,c,',  —  Y](co,  —  a£2P)c,  +  wa,  —  (p +  ï]!î,)r,  ^ 

(22)  '  .  (1  —  -^  '  /' 

'  oid.^  =      -/jYi  C;,  —  rjXco  +  wa.  —  (?  +  "^j^  )  '':; 

a^.,  =  —  -/la,  Co  +  Y]Xc,  -4-  wû.,  —  ( [3  —  r,^,  )  c., 

(ac)„;,  +  (ac),„=r  o, 

—  a.(ac)„,+  2|3,  («c)„,  +  Y,(«c),3  +  X(ac)„,  -f-  (w,  -).0P)  (ac),,  =  r,a. 

Des  simplificalions  importantes  se  produisent  dans  ce  système. 
Portons  en  effet  dans  (22)  les  valeurs  des  d^,  q,  Oj  déduites  de  (19) 
et  (21);  les  quatre  équations  (22)  se  réduisent  à  une  seule 

vqu>,  —  co  =  2£rjAQP, 

qui,  par  comparaison  avec  (i/j)'  •'>it'';iîne 

(24)  1=0.,  £V1  =  £0, 

£„  étanlTunité  et  |j.  l'entier  définis  par  la  formule  (i/|).  La  relation  (18) 
est  dès  lors  vérifiée  d'elle-même,  puisqu'elle  devient  identique  à  l'équa- 
tion (i5),  qui  est  supposée  satisfaite. 

Les  relations  (21)  et  (19)  donnent  donc  les  valeurs  des  &,,  c,-,  f/,-  en 
fonction  des  a,-;  enfin  les  relations  (20)  et  (2.3)  se  réduisent,  à  Taide 
de  (24),  à  la  suivante  : 

(  23  )        . 

/   -h  2^^(a„a, -h  ùVa^a-i) -{- (a, (a^a-f-h  a, a.,)  =  z^a.. 
Nous  arrivons  donc  enfin  à  la  conclusion  suivante  : 

Les  systèmes  (7),  (8)  ei  (lo),  (i  i),  qu'on  suppose  donner  nais- 
sance à  deux  formes  binaires  équivalentes  {proprement  ou  non), 
seront  réductibles  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  d'ordre  1 
si  les  équations  (25)  et  (21),  oii  a„,  a,,  a.,,  0.,  et  />„,  b,,  b.^,  /',•,  sont 
les  inconnues,  sont  résolubles  en  nombres  entiers. 
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2a.  Rrmarqni'  I.  —  Nous  avons  supposé,  dans  ces  formules,  que 
les  trausfornialions  du  premier  ordre  introduites  sont  d'ordre  -i-i, 
c'est-à-dire  qu'on  a  (ad)^^  -+-  (ad),..  =  -+-  i.  Mais  on  doit  aussi  consi- 
dérer les  transformations  d'ordre  —  i ,  pour  lfsf[uelles 

{ad )„,,-+-  (ad),.,=  —  i, 

et  qu'on  obtient  en  combinant  les  premières  avec  celle  qui  chan|,'e  les 
signes  de  g,  /*,  g'  et  qui  est  définie  par  a„  =  A,  =  i  ;  c^  =  </,  i^  —  i , 
et  les  autres  a,,  l>,,  c-,,  f/,  nuls.  Ces  transformations  d'ordre  —  i  n'al- 
tèrent pas  non  plus  les  modules  des  fonctions  abéliennes  considérées. 

Dans  ces  conditions  l'équation  (20)  est  remplacée  par  la  même 
équation,  où  le  second  membre  est  ±  £„a. 

La  question  de  reconnaître  si  les  systèmes  (7),  (8)  et  (10),  (11) 
sont  réductibles  l'un  à  l'autre  est  ainsi  ramenée  à  celle  de  la  résolubilité 
en  nombres  entiers  des  écjuations  (25)  et  (2 1  ),  où  £„  et  q  sont  regardées 
comme  des  indclerminijcs  susceptibles  de  prendre  les  valeurs  ±  j. 
Quant  à  a,  c'est,  d'après  (i4)  et  (24),  le  quotient  par  iÇlY*  d<-  celle 
des  deux  quantités  w,  dr  co  qui  admet  le  facteur  P. 

L'équation  (aï),  à  savoir 


(25) 


a, (a;;  -  i21'«^;)-t-y,(«;  -  ilV'ai) 
■2'ii,(a„a,  -+-  ilVa.a.,)  -+-  (xi,{a„a.,  -r-  a,a.)  =  i„x 


ne  contient  ipie  les  incoiniues  a„,  a,,  a..,  a^\  quant  au\  él|ll.lli(lIl^^•  \\, 
on  peut  les  écrire  sous  forme  de  congruences  : 

Vr. a, -I- rj((o,  -  A12P) a,  ^  (p -T- ïi^,)fl„  =  o 

.     .,     ,     -r.a,fl.,-yj(co,  -  Al2P)a,-^(3    -yi3,)«,  =  o         ,        ,• 
C-t»;  (  .  on  (moda). 

-  r,a,a, -<-r,Art,  -<- (^  ^_  yj3^  )„j==o 

Il  est  à  observer  (pie  le  délermirianl  des  coefficients  de  a„,a,,  tij,a, 
dans  les  premiers  menibres  est,  en  verln  defiS),  multipl<>  de  a;  les 
congruences  n  exigent  donc  pas  (|ue  ^/„,  </,,  a^,  a,  soient  eux-mêmes 
multiples  de  a,  ce  ipii  rendrait  rét|nation  (2j)  impossible  à  résoudre. 


(27) 
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26.  Remarque  II.  —  Au  lieu  de  rechercher  directement  si  les  deux 
systèmes  proposés  sont  réductibles  l'un  à  Taulrc,  on  peut  opérer  la 
recherche  sur  deux  autres  systètnes,  respectivement  réductibles  aux 
précédents  par  une  transformation  du  premier  ordre  nallérant  pas 
h-  —  gg'  —  iîP.  Parexemple,  si  l'on  elFectue  sur  le  système  (10),  (1 1) 
une  telle  transformation,  on  remplacera  la  seconde  équation  de  ce 
système, 

a,  «•-+-  2|3,/t  -+--;, g'  —  o),  =  o, 

en  tenant  compte  de  /i'  —  © rf' ~  ^P  =  o?  V^^^  ''^  suivante  : 

a„  ^'- +  2  [i„ // +  Y„  ^'•' —  Wo  =  o, 

où  les  entiers  «„,  p„,  yo,  w,,  sont  donnés  en  fonction  de  a,,  ^,,  y,,  w, 
par  les  relations 

a,,  =  a,(//^  —  QPra!;)  -1-  2J3,(i2Pm3n.j  —  m,n,) 

2p„  =  —  2a,  («o"i  -+-  ^P"2":i)  +  2|3,(2mo/?.,  +  2Q,Pm^n.,  —  r) 
—  2y,(m„OT,  +  i2P///w/y^,)  —  2co,(TOo«3  —  m^ria), 
Y„  =  a,(//'^  —  Î2P«^)  4-  2^1  (OPw^«^  —  w„«o) 
+  Ti('"o  ~  OPm'^)  —  (o, (/«„//., —  7)}.^n„), 
0),,=  2a,(iP(«,«o  +  //|,«3)  —  4?iiiP("'ft«3  +  ni,n.2) 
^  -h  2y,0P(m„/«3-i-  /«(m.)  H-  w,  [i  -H  2i2P(TO2rt.,  —  m^/jo)]. 

Dans  ces  formules  m„,  /»,,  /«a?  '"3  et  «„,  «,,  «i,  «3  désignent  huit 
entiers,  assujettis  seulement  aux  conditions 


(28) 


(//m)oi  —  i2P(mn)23=  1, 
(wn),2+         (/;m)o3  =  o. 


Pour  oI)tcnir  ces  formules,  on  a  supposé  t  =  —  1 ,  «  =  +  i ,  dans  la 
transformation  indiquée  au  n"  10,  n'altérant  pas  /r  —  gg'  —  iîP  =  o. 

27.   Reiuarqiic  III.  —  La  forme  (piadralique  quaternaire  en  f7„,  (7,, 
a.,,  Oj  qui  constitue  le  premier  membre  de  (25)  peut  recevoir  une 
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expression  rcniarquahlo.   Supposons,   pour  fi\er  les   idées,  oj,  p<iir; 
l'équalion  (2  >),  apivs  iiiuUi[)liLatioii  des  deux  mciiilin-s  par  a,,  s'iriit 

—  QP(a.,a.,  —  [3, «3)^4-  2^a,(a,a.  —  [i.r/.,  ) 
Le  premier  membre  est  une  forme  quaternaire  du  t^•pe 


(20) 


Or,  si  Ton  désigne  par  o(x,y)  le  quart  de  la  forme  (12)  associée 
au  système  (10),  (11),  à  savoir 

ç (x,  y)  =  Q  P./;-'  -1-  2  ^  xy  +  (  ^;  _  a,  y,  )_>- , 
la  forme  lernairc  z^  —  o{x,y)  a  pour  adjointe  la  forme 

F(X,  Y,  Z)  =  -  QPY-^  +  '.^  XY  -  (-3;  -  a.  y.  )X^ 
+  [£2P(?;-a.y.)-f]z% 

de  sorte  (pu- la  forme  quali'i  iiaire  (29)  est  IJ^  +  F(  X, 'N  ,  Z  ).  (pi"oii 
rencontre  dans  la  reclicrclu'  des  transformations  en  elle-même  de  la 
forme  :'■  —  o(.r,^'). 

28.  Hevenons  maintenant  à  l'élude  de  la  résoluhililé  en  nombres 
entiers  des  équations  (25)  et  (21),  en  o,  et  /»,,  piiisrpie  c'est  à  cette 
élude  (pie  nous  avons  ramené  l<>  problème  de  la  réduoliuii  lUu  à  l'autre 
des  deux  systèmes  (7),  (  8  )  et  (10),  (i  i). 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas. 
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20.   Premier  cas.   —  Q  =  i,  ou  2.  Supposons  d'abord  Q  =  i,  et, 

pour  fixer  les  idées,  co,  pair,  w,  —  aw', .  La  forme  (12)  associée  au  sys- 
tème (10),  (1  i)  est,  après  division  par  /|, 

(3o)  Vx-  -+-  2 w',  xy  H-  ( p^  —  a,  Y,  )7=  : 

elle  est,  en  vertu  de  û  =  i,  proprement  primitive;  son  discriminant 
est  P([ï^  —  a,Y,  )  —  co',- . 

Je  dis  que,  si  ce  discriminant  est  impair,  le  système  (10),  (11)  est 
réductible  à  un  système  du  type 

(3i)  Ir  —  gg'-V  =  0;         g-  mg'  —  2n  =  o, 

m  et  n  n'étant  assujettis  qu'à  la  seule  condition  que  la  forme  associée 
à  (3i),  après  division  par  4,  c'est-à-dire  Px'- -h  znxy -h  my-,  soit 
équivalente  (proprement  ou  non)  à  la  forme  (3o)  (').  Pour  l'établir, 
il  suffit,  en  vertu  de  la  théorie  générale,  de  montrer  que  les  équa- 
tions (25)  et  (21)  ont,  en  a,-  et  b,,  des  solutions  entières  lorsqu'on  y 
fait  a  =  I,  [i  =  o.  Or,  dans  ce  cas,  les  équations  (21)  fournissent,  pour 
les  b^,  des  valeurs  entières  en  fonction  des  a,,  de  sorte  que  tout  revient 
à  établir  la  résolubilité,  en  nombres  entiers  a,-,  de  l'équation  (2j),  qui 
s'écrit  ici 

\y.,(al-Va':)-i-y,(aî-Pa;)-t^'';i,(a„a,-{-Pa.a,) 
(32)   <  '   -  \ 

(  -h  2a),(o„03-+- r/.a,)      =±i. 

Observons  d'abord  que  nous  avons  le  droit  de  supposer  y,  positif, 
impair,  et  premier  à  w',  :  car,  s'il  en  est  autrement,  nous  remplacerons 
a,,  p,,  y,,  co,  par  les  valeurs  a^,  i^„,  Yo,  ^0  données  au  n° 26,  en  suppo- 
sant,  dans  les  formules  de  ce  numéro,   m.>=^  ni.,=  n.,=^  n^^  o,   et 


(•)  Celte  proposilion  entraîne  évidemment  la  suivante  :  deux  systèmes  de  deux 
relations  singulières  donnant  naissance  à  deux  rornies  équivalentes,  divisibles 
par  4,  et  après  celte  division,  proprement  primitives  et  de  déterminant  impair, 
sont  réductibles  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  ordinaire  de  degré  i,  caries 
deux,  systèmes  sont  réductibles  à  un  même  système  {3i). 
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mo«,  — TO,«„=i,  ce  qui  vérifie  les  équations  (28).  En  vertu  des 
formules  (27),  on  aura  o)„  =  (o,  et  Yo  =  a,  n^  —  2^,  m^ng  -+-  7,  n>l  :  or 
on  peut  choisir  rn„  et  rio,  premiers  entre  eux,  de  manière  que  y,  soit 
positif,  impair,  cl  n'ait  aucun  facteur  commun  avec  cj,  ;  car,  d'après 
l'hypothèse  initiale,  a,,  2^,,  yi,  ^i  n'ont  pas  de  facteur  commun,  et  la 
forme  a,  n„  —  2^,/;/„n„ -1- y, /n,-|  est  indéfinie,  puisque  [5i;— «,7,, 
invariant  de  la  relation  (i  i),  est  positif. 

Cela  posé,  faisons  a.,^  o  dans  l'équation  (32);  celle-ci  devient 

(33)        5'-,a^+  2jîi,<7„a,  -1-  Y,a^  —  y,  IV/j;  -1-  i(ii\a„aj  =  ±  i. 

Le  premier  membre  est  une  forme  quadratique  ternaire,  in(h'-/ini'\ 
puisque  P  est  positif,  proprrmcnl  primitive,  puisque  a,,  2^,,  Yh  20)', 
n'ont  pas  de  diviseur  commun;  son  discriminant  est 

vai'(?;-«.v.)-^;l- 

quantité  jiosilive  et  impaire  en  vertu  de  ce  qui  précède. 

La  forme  adjointe  du  premier  membre  de  (33)  a  pour  coefficients 

^;-a,Y,,     i\\\     w;--a,Y.l\      2y,co,,     2.3, w,,     2y.?.P; 

comme  ^;\\\  coefficient  d'un  des  carrés,  est  impair,  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  ces  coefficients  est  impair  :  je  dis  qu'il  est  égal  à 
l'unité. 

Car,  s'il  admettait  un  facli'ur  premier,  //,  impair  et  dilférent  de  1, 
rf  diviserait  27,0),,  c'est-à-dire  Yi  on  co,,  mais  non  les  deux,  puisque 
Y,  et  o)',  sont  premiers  entre  eux.  Or,  si  </ divisait  y.'  comme  il  divise 
o)',-  -)-  a,  y  1 1\  il  diviserait  w', ,  contrairemenl  à  riiyjiolhèsc  précédente  ; 
s'il  divisait  to,,  il  divisertit  l',  puis(]u"il  divise  y^l*  :  ce  serait  donc, 
puisque  r/ entre  aussi  en  facteur  dans  '^\—  a, y,,  un  diviseur  commun 
de  P,  co,,  3;  —  a, y,,  et  la  forme  (3o)  ne  serait  pas  primitive,  c'esl- 
à-dire  (pie  i>  serait  dilTérenl  fie  1,  résultat  en  conlradiclion  avec  l'hy- 
pothèse. 

En  résume,  la  forme  lenialie  irnb'linie  (pii  oonslitue  le  premier 
membre  de  (33)  et  son  adjointe  sont  propremenl  primitives,  cl,  comme 


la  première  a  son  discriminant  impair,  elle  peut,  d'après  nn  théorème 
connu  ('),  représenter  +  i  ou  —  i. 

On  arrive,  par  un  raisonnement  semblable,  au  même  résultat,  si 
Q  =  2,  et  si  (x>,  =  2co', ,  w\  étant  impair;  c'est-à-dire  si  la  forme  binaire 
associée  au  système  proposé  est,  après  division  par  4,  improprement 
primitive. 

Enfin,  si,  O  étant  égal  à  i,  w,  était  impair,  la  quantité 

serait  impaire.  Comme  plus  haut,  nous  avons  le  droit  do  supposer  y, 
impair  et  premier  à  co,  :  je  dis  que  l'équation  (aS)  est  encore  réso- 
luble pour  a  :=  ±  I . 
Car  elle  s'écrit 

a,(a'^  —  Pat)  -+-  Y,(a'^  —  Po^)  +  2{î,  (a^a,  +  Pa.,a.j) 

-h    03,(01,03-1-      a,a.j)  =:±  1  ; 

et,  si  nous  y  faisons  a.,=  o,  «„  ^  2a^,  elle  devient 

4a,  a[;  -h  4^,«î,o,  +  Ti(«'^  —  Pa,)  -1-  2a),<7|,a.,  =  zh  i. 

Le  premier  membre  est  encore  une  forme  ternaire  indéfinie,  pro- 
prement primitive,  de  discriminant  impair,  y,[4P([3J  —  «,7,")  —  oj;']; 
on  reconnaît,  comme  plus  haut,  que  son  adjointe  est  proprement  pri- 
mitive, et,  par  suite,  la  forme  peut  représenter  -1-  i  ou  —  i. 

30.   Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

I.  Deux  systèmes  de  deux  relations  singulières  donnant  naissance 
à  deux  formes  binaires,  proprement  ou  improprement  équivalentes 
entre  elles  et  divisibles  par  [\,  sont  réductibles  l'an  à  l'autre  par  une 
transformation  ordinaire  de  degré  i,  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1"  Les  deux  formes,  après  division  par  4,  sont  proprement  ou 
improprement  primitives  et  de  discriminant  impair; 


(')  Voir,  par  exemple,  Meyer,  Journal  de  Cretle,  l.  115,  p.  179;  et  Bachjiann, 
Zahlenlheorie,  4°  Partie,  p.  254-205. 
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2°  Les  deux  formes,  après  dUision  par  -i,  sont  tniproprenifnl 
primitives. 

Il  siil)siste  une  lacune,  relative  au  cas  où  les  deux  fiunies,  après 
division  par  4,  seraient  proprement  [)rimilives  et  de  discriminant  pair: 
pour  étendre  le  théorème  à  ce  cas,  il  suffirait  d'établir  tpie  l'équa- 
tion (32)  e->t  encore  résoluble  en  nombres  entiers.  Nous  n'avons  pas 
réussi  à  le  faire  d'une  manière  générale  ('  );  nous  verrons  du  moins  plus 
bas  que  les  systèmes  de  relations  singulières,  donnant  naissance  aux 
formes  d'une  classe  cpii,  après  division  |)ar  4,  est  proprement  primitive 
et  de  déterminant  pair,  peuvent  se  réduire  à  un  nombre  Jim  d'entre 
eux  (^). 

51.  Ijifm,  en  restant  toujours  dans  l'hypotlicse  deQ  =  i,  et  en  étu- 
diant, d'une  manière  analogue  à  la  précédente,  les  systèmes  de  deux 
relations  qui  donnent  naissance  à  une  forme  !\ax'-^^bxY-h{\c-{-\)y-, 
on  arriverait  à  celte  conclusion  : 

II.  Deux  systèmes  de  deux  relations  singulières  donnant  nais- 
sance à  deux  formes  binaires,  proprement  ou  improprement  équi- 
valentes entre  elles  et  non  divisibles  par  4,  sont  réductibles  l'un  à 
l'autre  lorsque  les  foinies  sont  primitives  et  que  le  quotient  de 
leur  discriminant  commun  par  le  facteur  \,  qu'il  contient  nécessai- 
rement, est  impair  {ou  impairement  pair). 

(')  Dans  une  Noie  publiée  au\  Comptes  rendus  ite  l' Académie  des  Sciences, 
nous  avions  énoncé  le  ihéoréine  sans  aucune  restriclion,  lroiii|)é  par  une  erreur 
de  calcul  qui  nous  avait  fait  croire  à  la  possibililc  de  représenter,  dans  tous  les 
cas,  une  forme  ternaire,  proprement  primitive,  de  déterminaul  impair,  jiar  la 
forme  quaternaire  qui  constitue  le  premier  membre  de  (3i). 

.(•)  Nous  avons  reconnu,  pendant  l'impression  de  ce  Mémoire,  que  le  théo- 
rème I  est  encore  vrai  lorscjue  les  deux  fornies.  après  division  par  î,  sont  />rimi- 
/«Vev  cl  de  drterminanl  /lair.  nmi.i  non  niiittiplc  de  !\.  Nous  nous  appuvons, 
pour  l'établir,  sur  ce  théorème  d'Ain.  Meyer  (Crcttc.  t.  108),  que  deu\  formes 
ternaires  indéfinies,  d'invariants  L>,  A,  et  appartenant  au  même  genre,  sont  é(|ui- 
valenles,  lorsi|ue  les  nombres  iî  el  A  ne  sont  pas  divisibles  par  4  et  n'ont  pas  de 
diviseur  commun  impair.  On  en  déduit  aisément  que,  dans  le  cas  indiqué,  l'équa- 
tion (3a)  est  encore  résoluble  en  nooabres  entiers,  ce  qui  établit  noire  ihéorènie. 
Journ.  lie  .Uath.  (  j*  sine),  lonie  1\.  —  l'asc.  1.  1903.  '  ' 
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11  subsiste  là  encore  une  lacune,  relative  au  cas  où  le  discriminant 
serait  multiple  de  iG;  nous  verrons  encore  que  les  syslèmos  donnant 
naissance  à  une  classe  de  ce  type,  se  ramènent  à  un  nombre  Jim 
d'entre  eux. 

52.  Second  cas.  —  £2  >  2.  11  n'est  plus  possible  alors  de  réduire, 
dans  tous  les  cas,  le  système  (10),  (i  1)  à  un  système  analogue  pour 
lequel  a  soit  égal  à  ±1,  c'est-à-dire,  sous  une  autre  forme,  quel'éijua- 
tion  (23),  pour  a  =  ±  i ,  à  savoir  : 

-\-    co,(a„a3-}-         a^a.,)  —  àzi, 

n'a  généralement  pas  de  solutions.  On  en  déduirait  eilectivement,  en 
observant  que  co,  est  divisible  par  il, 

a ,  <:/i;  +  :2  ^ ,  «u  a ,  H-  Y I  a':;  ==  ±  I  (  niod  il )  ; 

or  les  nombres  représentés  par  la  forme  qui  figure  au  premier  membre 
ont  tous  même  caractère  quadratique  par  rapport  à  un  diviseur  impair 
quelconque  de  Q,  puisque- le  discriminant  de  cette  forme,  '^\  —  a,  y,, 
est  multiple  de  ù,  d'après  Tliypotlièse  même  :  la  congruence  ci-dessus 
n'est  donc  possible  que  si  les  caractères  quadratiques  précédents  coïn- 
cident avec  ceux  de  -i-  i ,  ou  de  —  i,  ce  qui  n'a  évidemment  pas  lieu  en 
général. 

35.   Nous  bornerons  notre  étude  au  résultat  suivant. 
Supposons  ii  impair,  w,  pair  :  co,  ^  2w',  ;  désignons  par  0,  un  dix  i- 
seur  premier  quelconque  de  Q. 
Les  deux  systèmes 

\  ag  -1-  2  (j/<  -I-  y  o-'  —  20l»'  =  o,        (  a,^'-  -+-  -i^^iji  -t-  y,  i*-' —  20)',  —  o, 

sont  toujours  censés  doninT  iiaissimcc  à  doux  formes  Ijinaires  propre- 
meiit    ou  inqiropremenl  étjuivalcntes  en  re  elles;   nous   désignerons 
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par  .1  le  seizième  fie  li-iir  invariant  mIj-^oIu  foinniiin, 

J  =QP('^--  a, 7.  '  — w?, 

nonibn-  flivisibie  [lar  Cî^,  puisque  ^^ —  a,  y,  cl  oV,  sont  nriultij)lcs  de  12. 
(^(•la  posé,  les  deux  systèmes  (S)  sont  léductiblcs  1  un  à  l'antre  ^i 
les  conditions  ci-dessous  sont  satisfaites  : 

a)  Les  deu\  formes  associées  à  ces  systèmes  sont,  après  division 
par  4i2,  des  formes  proprement  primitives  ('),  de  déterminant  impair  et 

premieravceii:  ce  (li''Li'rniirianl  est  la  «pianlili'' — I   de  sorte  fpie  .1    est 

impair. 

b)  r^i's  caractères  quadratiques,  par  rapport  à  chacun  >]'•<  r|i\i-.Mir-. 
0,,  de  O,  des  deux  formes 

/=  a./-  -I-  2'^xy  -+-  yy-         et         /,  =  a,.r-  ■+■  a^,  XK  -h  y,  v" 

sont  lii'-s  par  les  relations. 

("34)  (•{')  — (M.  •■■         (pour  toutes  les  valeurs  de  t) 

ou  piir  les  irjations 

(34  /"v)  (^)  ~  (  7    )'         ■■■         (pour  toutes  les  valeurs  de  e). 

De  ce  tlii'orènie,  snpposi'  ('labli.  on  ((inrlnl  immédiati-ment  {•  )  cpie 
les  systèmes  (propres),  qui  donnent  naissance  à  des  formes,  propre- 
ment ou  inipioprement  éipiivalrnles  entre  elles,  du  type  '|i2o,  12  dési- 
•jnant  un  nombre  impair,  et  ç.  une  foiine  binaire  proprement  pi  iniilivi". 
lie  déterminant  premier  à  2l2,  se  réduisent  à  un  nond)re  lini  il'entre 
eux  :  ce  nombre  est  celui  des  caractères  (piadrali(pies  possibles  par 
rapport  aux  diviseurs  premiers  de  12,  si  ceux  ci  sont  tous  de  la  forme 
4.N  +  I,  et  à  la  moitié  de  ce  nombre  dans  le  cas  contraire. 


(')  Celle  condilion  esl  vérifiée  d'elle-même,  puisque  oi,  ci  (o  -ont  pai 
(')    loir  aussi  à  re  sujel  la  remarque  du  n"  33. 
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Pour  démontrer  le  théorème,  il  suffit  (n"24)  d'établir  la  resolu- 
bilité en  nombres  entiers  des  équations  (25)  et  (21),  quand  les  condi- 
tions a)  et  b)  sont  satisfaites. 

34.   Voici  la  marche  générale  de  la  démonstration. 
En  vertu  de  la  remarque  du  n°  26,  on  a  le  droit  de  supposer  a,,  ^,, 
Yo  de  somme  paire;  puis  de  les  remplacer  par 

a,;      —  a, /?„-!- |3,;      a, //|;  -  2J3, /?„ -h  y,, 
ou  par 

a,  —  3^,/»,  +  Y,/??'^;      —  Yi"'i-i-?i;     Yi  ; 

sans  altérer  20)',  :  dans  ces  formules  «0  et  m,  désignent  des  entiers  arbi- 
traires. Il  en  résulte  sans  difficulté,  puiscjue  a,,  2J5,,  Yi  et  2co',  n'ont  pas 
de  diviseur  commun,  qu'on  peut  supposer  a,  positif,  impair  et  premier 
à  (x)\  ;  dès  lors  p,  -+-  y,  est  impair. 

Cela  étant,  la  quantité  a,  —  2  [ï,  m^  -+-  y,  "t't,  si  m,  est  impairemenl 
pair,  est  congrue,  suivant  le  module  8,  à  a,  4-  4(Yi  "•"  ?i)'  c'est-à-dire 
k  oi ,  -{- 1\  :  on  pourra  donc  supposer,  en  désignant  par  p  un  nombre 

premier  donné,  que  la  quantité  ,-^a,/;  n'est  pas  congrue  à  7  (mod  8); 

car  si  elle  l'était,  il  suffirait  de  remplacer  a,  par  la  valeur  précédente 

a,  —  2^,  ;», -f- Yi  "'o    et    la    quantité   ^  a, />  deviendrait  congrue  à  3 

(mod  8). 

Cela  posé,  je  désigne  par/?  un  nojnbre  premier,  non  diviseur  de  a, 
et  de  J,  et  ayant,  par  rapport  à  chaque  diviseur  S,  de  Q,  le  même 
caractère  quadratique  que  a,  (')  :  je  dis  qu'un  peut  réduire  le  sys- 
tème (10),  (i  i), 

h'  —  gg'  —  iîP  =  o,  a,g  +  2''^,/!  -h  V,  «■'  —  2 w',  =  o, 

à  un  système  du  même  type,  où  le  coefficient  de  g,  dans  la  seconde 
relation,  serait  p. 

(')  Un  tel  nombre  existe,  car  la  forme  qui  constitue  le  premier  membre  de  (  2Ô  ) 
ne  représente  que  des  nombres  jouissant  de  cette  propriété,  et  peut  évidemment 
représenter  une  infinité  de  nombres  premiers. 


LES     FONCTIONS    ABÉLIENNES    SINOLLIÈRES.  Si 

Il  suffit  pour  cela,  d'après  la  lliéoric  générale,  de  prouver  la  résolu- 
bililê  en  noriihrc  entieis  des  r(|ualions  (  u")  l  el  (21)."/,  et  ^  étant 
regardés,  dans  (21),  comme  des  indélcrmiiii'-rs,  cl  y.  élanl  remplacé 
par  p. 

Or,  en  preuiicr  lieu,  réijualiou  (25) 


(25) 


\   7,(a;;-i2P«=)-l-y,(«;-QPo;;) 

'        -(-  2[î,(r/„r/,   *-  îllV/oCr.,)  -f-  2a)'//7„/7.,  -^  a,a.,)  —  /> 


admet  des  solutions  entières.  Faisons-y,  par  exemple,  ût,  =  0;  le 
premier  membre  se  réduit  à  une  forme  ternaire,  indéfinie  et  propre- 
ment primitive, 

(35)  'x,(ai—  ilVal)  -h-  y,a-^  -+-  2|5,r/„^/,  -h  :>,w', «,<?_,, 

de  discriiiiinaul  a,.!,  iiiiantilé  positive  el  impaire,  d'après  nos  livpo- 
thèses. 

On  rcciiniiail  cnsuili-,  ((mime  au  u"  îiO,  ipie  la  foiiui- adjointe  a  ses 
coefficient  (livi>il)li'.--  par  il.  cl  ilc\iciil,  apics  cette  division,  propre- 
ment priiuilivc 

Or,  en  vertu  d'un  im|iiirlaut  llii''orèm<'  di'-jà  cité  (  '  ),  pour  ([in-  la 
forme  (3"))  représente  proprement  le  ni)ud)re  p,  il  est  nécessaire  que 
le  caractèr.î  quadralicpie  de  p,  pnv  rappoit  à  cliaipie  diviseur  0,  de 
iî,  soil  celui  de  la  forme,  c'esl-à-dire,  d'après  (33  ).  celui  de  a,  :  ces 
conditions  sont  vérifiées  |)ai'  iivpolhèse;  elles  sont  d'ailleurs  suffisantes 

sia,jj:,p  nest  [»as  congru  à  7  suivant  li-  umtlide  S,  ce  iju'ou  a  eu  le 

diciil  il  adinctlre.  I/é(|uatiini  (2  ')  )  est  donc  résoluble. 


(')  Meyer,  C relie,  l.  ll.ï,  p.  179;  ou  Bachsian»,  Zahlentheorie,  4*  Parlie, 
p.  254.  L'énoncé  de  ce  théorème  esl  le  suivant  :  Soit  f  une  farine  iinadratique 
ternaire,  imlr/inie,  proprement  primitive,  et  ifint-nrianls  il.  A,  impairs  et 
premiers  entre  eux;  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  t/ue / puisse 
représenter  un  nombre  impair,  m,  premier  à  liA,  et  tel  que  ^m  ne  soit  pas 
congru  à  -  (iiioil  8),  est  qu'on  ail. pour  tout  diviseur  premier,  î,,  de  U, 

/ 


UO'ls;, 
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Il  reste  maintenant  à  examiner  si  les  équations  (21),  où  l'on  rem- 
place «0,  a,,  rto,  O3,  par  une  solution  de  (25),  ontdes  solutions;  elles 
s'écrivent,  si  Ton  y  fait,  par  exemple,  r^  =  +  i. 


(21  bis) 


pl>,  —  '^a^  —   /.iiP(7.,  =  —  0!,(7„  —  co,a.,  —  p|(^/,. 

ph.^—  '^a.,-\-'l.a„        —-      7,(7.,  —  !3,c/,, 


Ce  sont  quatre  équations  linéaires  par  rapport  aux  -six  inconnues 
J>„.  />,,  /'..,  />..,,  [i,  ^M  la  matrice  des  coefficients  des  inconnues  est  : 

p     o     o     o  a„  -f-  QPa^? 

o     p      o      o  (^/,  —  QPo^, 

00^0  r/.,  (7„, 

o     o      o     p  a.^  —  (7,. 

Les  déterminants  d'ordre  4  qu'elle  contient  sont  tous  divisibles 
par  p-;  je  dis  que  p-  est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En 
effet,  parmi  ces  déterminants  figurent,  après  division  par  p-,  les 
quantités 

a'I — DPa^;     a„ay-\-  a^a.,\      f/,,o,  ^  ÇîPa.,a,:     f/^  — (ÎP'/!: 

qui,  en  vertu  de  (2.5),  ne  peuvent  admettre,  comme  diviseur 
commun,  que  p  :  or,  parmi  les  solutions  entières  de  (20),  qui  sont 
évidemment  en  nombre  infini,  il  est  clair  qu'on  a  pu  en  cboisir 
une,  telle  que  les  quatre  quantités  ci-dessus  ne  soient  pas  divisibles 
par  p;  et,  dès  lors,  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  est 
bien  p^. 

Il  faut  maintenant,  pour  que  les  équations  (21  bis)  soient  résolubles, 
que  les  déterminants,  formés  avec  trois  colonnes,  quelconques  de  la 
matrice  et  la  colonne  des  second  membres  de  (21  bis),  soient  divi- 
sibles par  p%  c'est-à-dire  que  p  soit  en  facteur  dans  chacun  des  mi- 
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iieurs  d'ordre  i  CMiiteniis  dans  N;  Tahlcau  : 

fi„  ilVa.^          y,  rt,  +  oj,  a.  —  3,«„, 

(t,  ilVa,  -a,a„-   (0,^/,  -  -  3,^/,, 

a.^  a„                 y,  «.,                -    i^^i^j- 

f/.,  -    rt|  —  7.^(1 ,               -3,0,. 

Or,  en  développant,  on  trouve  que  les  quatre  mineurs  contiennent, 
eu  facteur,  le  premier  membre  de  f^")),  c'est-à-dire  /?,  ce  qui  étal»lit 
finalement  la  résoiul»ilité  des  é(piations  ('-iÔ)  et  (21  bis  ),  et,  par  suite, 
la  proposition  qu'on  avait  en  vue. 

Le  nond)re/J  ayant,  par  rapport  à  chaque  0,,  le  caractère  quadra- 
tique de  a,,  aura  aussi,  d'après  les  hypothèses,  celui  de  a  (ou  celui 
de  —a);  donc,  en  vertu  du  raisonneunnt  précédent,  on  pourra 
réduire  le  in-emier  svsième  1  : 


//--  A'-'-iiP  :  -  o,  a--f-2  3/' 


V,f'    —   2t0   =;  0, 


à  un  syslème  du  mèun'  type,  ui'i  le  coeflicienl  de  ir  sera  -f-/>(ou  —  p)\ 
de  sorte,  linaleuienl,  (pie  les  deux  systèmes  X  proj)Osés  seront  respec- 
tivcmi'Mt  iamen(''s  aux  Ivpes 

/  pg  -f-  i^^h  -l-y^'  —  2co'=    11.      I  pii  -t-  l'pji  -(-  y, g'—  2to\  --    I. 

les  jîi,  y,  ai   n'étant  pas,  hien  entendu,  les  mêmes  que  précédemment. 

lin  verlu  des  tii<''orèmes  j^énéraux,  les  deux  systèmes  (^S  )  donnent 
naissance  à  des  formes  lunaires  é(piivalenl''s  (  pro|iremenl  ou  non); 
chacun  d'eirv  a,  pour  iii\;iii.nil  alisolu.  la  qiiantili'  i)i  .1,  <pii  n°a  pas 
été  altérée  |iar  les  Iransl'ormations  elTectuies. 

Je  dis  maintenant  que  les  deux  systèmes  (  S  )  sont  rcdnctiMes  I  un  a 
l'autre;  montrons  encore,  pour  cela,  (pie  les  i''([nations  (^2 5)  et  (21  ). 
où  l'on  suppose  a  =  a,  =  />,  sont  résolul)le>  en  nondues  enliers  :  on  y 
considère  ceit<>  fois  ^  et  "/.  comme  des  quanlilo  dunnées,  les  seules 
inconnues  soûl  les  a ,  ^•\  les  /*,. 

Posons.il  ei'l  cll.'i .  dans  (  •>  I  j  et  (2")». 
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^,  Ç,  6  étant  des  entiers  indcterniinés.  Les  équations  (21),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  congrucnccs  (26)  se  trouvent  vérifiées  d'elles- 
mêmes,  en  tenant  compte  de  (18);  tout  revient  ainsi  à  établir  que 
l'équation  (2)^  est  résoluble  quand  on  y  remplace  les  «,  par  lenrs 
valeurs  (3(j),  c'est-à-dire  qu'on  [leul  trouver  des  entiers  ç,  'C  et  0  tels 
qu'on  ait  : 

Le  ])reniier  membre  est  une  forme  ternaire,  proprement  primitive, 
indéfinie;  de  déterminant  J/jy,  [(p  —  p,)'^  —  iil'X-].  On  voit  aisément, 
en  s'appuyant  sur  la  remarque  du  n°  26,  qu'on  a  le  dioit  d'altérer 
p,  y,  pi ,  y, ,  sans  altérer  /),  de  manière  que  ce  déterminant  soit  impair  et 

que  T^ïïpyiKP  —  Pi)'—  OPX'J  soit  premier  à  £2  et  non  congru  à  7 
suivant  le  module  8.  De  même,  la  forme  adjointe  sera,  après  division 
par  il,  une  forme  proprement  primitive,  et  il  résulte  de  là,  sans  diffi- 
culté, en  vertu  du  théorème  déjà  invoqué  (Note  de  la  p.  85),  que  la 
forme  pourra  représenter  le  nombre  +  i . 

5o.  Le  théorème  énoncé  au  n"^  55  est  donc  complètement  établi; 
on  aurait  un  résultat  analogue,  facile  à  énoncer,  dans  le  cas  où  eu,  (et 
par  suite  co)  serait  impair;  et  dans  celui  où  le  coefficient  de  A,  dans 
l'équation  (1 1),  et  par  suite  dans  (8),  serait  impair. 

Dans  tous  les  autres  cas,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin,  les  systèmes 
de  deux  relations  singulières  qui  donnent  naissance  à  des  formes  dune 
même  classe  se  réduisent  toujours  à  un  nombre  limité  d'entre  eux. 

Remarque.  —  Reprenons  le  premier  système  D  : 


(^) 


y. g  -H  2  p  A  -f-  '(g'  —  20}'  =  o, 


et  supposons  que,  par  une  transformation  ordinaire  quelconque  de 
degré  un,  T,  on  ait  ramené  ce  système  à  la  forme 

(  H^-GG'-A„=o, 

(VJ  ) 

(   «o^J  +  2  3„  11  -f-  Y„  !,'■'  —  2co;,  =  O  ; 
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ICiilirr  A„  sera  nécessairement  flivisihle  par  12,  l't  il  en  sera  de  môme 
des  eiiliers  oj'^  et  j^i;  —  a„Y„,  puisf|uc  les  formes  associées  à  (S)  et  à  Ç^^) 
sont  équivalentes,  et  que  la  prcinière  admet,  par  hypollièse,  le  divi- 
seur Q.  On  a  donc  A„  ~  iil),  l'rniicr  I)  n'étant  pas  d'ailleurs  premier, 
en  général. 

Cela  posé,  je  dis  que  les  caractères  (jnadratiques  de  a„,  par  rapport 
aux  diviseurs  premiers,  o,,  de  ù,  sont  simultanément  les  mêmes  que 
ceux  de  a,  ou  que  ceux  de  —  a,  en  supposant  a,  cl  a  premiers 
à(2('). 

Soit,  en  effet, 

\(/i-  —  gg  —  £2 1')  +  /.' (  a^'-  -(-  2 p //  +  -{g'  —  2 w'  )  ==  o 

la  relation  singulière,  appartenant  au  système  (S),  que  la  transforma- 
tion T  ciiange  en  H- — (iG— QD^o;  on  aura,  d'après  les  for- 
mules (.i))  du  n"  14,  entre  les  entiers  caractéristiques  a,,  h,,  r, ,  dj 
de  T,  les  relations  : 

Xco  —  VoLb,.  —  tùHa,  —  j3X'rt„, 

Ac,  =  A'a/;, -f- eQDo.,  —  jJX'a,, 

Xc^  =X'a//j  —  Kl  a         —  [5X'</j, 

Xr.,  =  X'a/>,  4-  ta,        —  'i\' a^, 

(T)  {        •  (£  =  ±.) 

\d„  --=  X'7«„  -H  lilHh,  -  pJh,, 

Xrf,  =  X'y«,  -  lilDù,  —  flX7;.. 

X  f/.  —  X'  Y  «  _.  H   £  //„         —  ^X'  /'  _, , 

Xrf,  =  X'yo,      î/',        —  pX'//,, 

(ah)o,-h(ah),,  =  o,         (al>)„,  -  QD(alf).^-      -  eX. 

(')  On  peut  dire,  plus  généralement,  en  désignant  par/el/,  les  deux  formes 

a.j-'-H  ^^J")'  (-  ■;.)■'  et  a^j-'-f-  a^g.M-  -h  Vo.v'.  «pie  les  carnctères  (  (r  )  sont  sinnil- 

taiit'inenl  égaux  soit  aux  caractères  I  -,-  j,  soit  aux  rararléres  j-^  i- 

Journ.  df  Math,  (j*  série),  tome  l\.   —   Kasc.  !,  190Î.  • '-î 


pO  G.     IIIMBERT. 

Soient  F  =  o,  $  =  o  les  deux  équations  (S)  ;  la  transformation  T 
change  $  =  o  en  une  relation  singulière,  ''1'',=  o,  entre  G,  H,  G',  où 
le  coefficient  de  G  est  égal,  en  vertu  des  formules  (6)  du  n°  5,  à 

cf.(dh)^t  +  2^(arf),,  -f-  -('(ac),,  —  2co'(ai).,|. 

D'ailleurs,  si  u.  et  u.'  désignent  deux  entiers  tels  que  Aa'  —  X'u.  soit 
égal  à  I,  le  système  XF  -i-  X'$  =  o,  u.F  -t-  (jl'$  =  o  est  propre  et  se 
transforme,  par  T,  en  un  système  propre;  or,  par  T.  "aF+ A'<I>  =  o 
devient  H-  —  GG'  —  QD  =  o,  et  $  =  o  devient  IF^  =  o  :  il  en  résulte 

que  r  =  o  devient  r ^^o,  et[jLr-)-ix<P  =  o  devient 

^(H=-  GG-  i2D  -  A'T„)+  a'T„  =  o,  c'est-à-dire 

.'[T„-f-|ji(H--GG  -QD)]  =  o. 

D'après  cela,  le  coefficient  a„  sera  égal  (au  signe  près)  au  coefficient 
de  O',  dans  W,,,  divisé  par  A,  c'est-à-dire  à 

J[a(rf/0,,  +  2|3(af/),,+Y(ac),,-  -i^^ah),,]. 

En  tenant  compte  des  relations  (T),  écrites  plus  haut,  entre  les  r,,  dj 
et  les  a,,  /;,,  on  a  ainsi 

±  A-a„=  a(/>;-  aD^>^)-t-  2p(QDa,/A,  -  «,A,)  +  Y(a;-  QDo;) 
.4-(r./0.,[2A'(?=-aY)-2A(o'], 

d'où  Ton  conclut  pour  les  caractères  quadratiques  de  ±«0  par  rapport 
aux  diviseurs  o,,  de  il,  en  se  souvenant  que  [i-  —  ay  et  bi'  sont  divisibles 
par  0,, 

[tt)  =  [-^ -T. -)  =  Uj-  '■  '^-  ^-  "• 

Cela  suppose  que  X  n'est  pas  divisible  par  o,  :  dans  le  cas  contraire, 
il  faudrait  résoudre  les  formules  (T)  par  rapport  aux  />,  et  r/,,  ce  qui 
doiMicrail  "A'/>,  et  X'c/,- en  fonction  entière  dos  «,  et  f,,  et  l'on  retrou- 
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verait   le   niôinc  losiilliil,  car  A',  preriiicr  à  "/..   ne  [hiiI  rUv   flivisilile 
par  c,. 

La  proposition  ainsi  établie  inonlrc  <nie  deu\  systèmes  du  Ivpe  (1„), 
donnant  naissaiici'  à  d(;s  formes  (''(juivalenles,  divisibles  par  û,  ne 
pourront  être  réduils|l'iin  à  l'autre  par  une  Iransi'ornialion  ordinaire 
de  degré  un,  si  les  caractères  quadralicjues  de  leurs  coeflicienls  a„ 
(ou  —  du)  par  rap|)orl  aux  diviseurs,  o,,  do  O  sont  dill'érenls.  Si  ces 
caractères  coïncideni,  il  résulte  du  ilicurénie  énoncé  au  n"  33  (jue  les 
deux  systèmes  seront  réductibles  l'un  à  l'autre,  comme  étant  réduc- 
tibles à  un  même  troisième. 


Hi'présentatio/t  gcoinrtrique  des  nomlircs  et  des  fuîmes. 

56.  Soit  une  forme  ali^a-brifjue  binaire  du  sixième  ordre 

<1'(\,  \  )  ^  a„  \   -^  6a,  \'\  ^  ...      -  à,  \  '■  ■ 

elle  possède  trois  invariants  absolus,  et  deux  formes  de  mêmes  in\a- 
riants  absolus  sont  réductibles  l'une  à  l'autre  par  une  substitution 
linéaire  ellectuée  sur  X  et  ^  ('). 

Cela  posé,  regardons  les  trois  invariants  absolus  comme  les  i/iudutfs 
des  fonctions  abéliennes  liées  au  radical  v/4>(X,  Y),  et  considérons, 
dans  l'espace,  le  point  M  (pii  a  pour  coordonnées  cartésiennes  ces  trois 
modules  :  nous  l'appelleions  le  point  inodnlairf;  il  reste  Itivariable 
cpiand  ou  lait  subir  aux  périodes  des  fondions  abéliennes  une  lians- 
fornuUion  ordinaire  (pielcon(pn;  du  premier  dei,'ré. 

57.  Si  lc'>  louclious  abéliennes  considérées  sont  simplement  singu- 
lières, c'est-à-dire  si  leurs  périodes  sont  unit[uemenlassujelliesà  vérilier 
une  relation  singulière,  d'invaiiant  donné,  le  point  modulaire  M  (b'-crit 
une  surface  algi''bri(jue,  dont  nous  avons  appris  lliéoriipn-menl  à  foi  ni''i' 


(')  Voir,  par  exemple,  O.  [ioLZA,  Veber  binârformen  seclisUr  Ihdnun^... 
{Mallicm.  Aititaleit,  l.  \XX,  p.  Sjo-jji).  Le  lliroréme  ne  M>ufrre  il"e\<-f|>lioii 
ijue  si  l'une  du^  formes  u  une  i;icine  triple  :  ce  ca?  ne  m*  pré>enU'r.(  pii5  ilans  uo» 
ypplicalion~. 
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réquation,  sous  le  nom  d'équation  niodulaifc  (')  :  elle  ne  dépend  que 
de  l'invariant  donné,  lequel  est  nécessairement  d'une  des  formes  4N 
ou  4^»  +  '  ;  nous  dirons  que  cette  surface  est  la  surface  Jiyperahc- 
licnne  iV invariant  f\  N  om  'j  1\  -f-  1 . 

58.  Si  les  fonctions  abéliennes  introduites  sont  doublement  singu- 
lières, c'est-à-dire,  si  l'on  impose  uniquement  à  leurs  périodes  la 
condition  de  vérifier  un  système  de  deux  relations  singulières  données, 
le  point  modulaire  décrit  évidemment  une  courbe  gauche  :  celle-ci 
reste  la  même  quand  on  considère,  au  lieu  du  système  proposé,  son 
transformé  par  une  transformation  ordinaire  de  degré  1  ;  car  celte 
opération  n'altère  pas  les  modules,  ni  par  suite  le  point  modulaire. 

Supposops  maintenant,  pour  fixer  les  idées,  que  la  forme  binaire 
liée  au  système  proposé  soit  du  lyjje 

4(a.r--l-  "2.1) xy  ~\-  cy-)  —  4s'(a;,y), 

la  quantité  ac  —  b-  étant  impaire  et  o(a',J'-)  proprement  ou  impro- 
prement primitive  :  nous  savons  (n"50)  que  tous  les  systèmes  qui 
donnent  naissance  à  la  forme  49,  ou  à  une  forme  é(juivalente,  sont 
réductibles  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  du  premier  degré,  et 
dès  lors  il  leur  correspond  une  seule  et  même  courbe  décrite  par  le 
point  modulaire. 

En  d'autres  termes,  à  l'ensemble  des  formes  équivalentes  (propre- 
ment ou  non)  à49(j7,  JK),  c'est-à-dire  à  une  classe  de  formes  positives, 
divisibles  par  4,  et,  après  cette  division,  proprement  ou  improprement 
primitives  et  de  déterminant  impair,  répond  une  et  une  seule  courbe 
algébrique  de  l'espace  :  c'est  celle  que  décrit  le  point  modulaire  quand 
les  périodes  abéliennes  vérifient  un  des  systèmes  de  deux  relations 
singulières  qui  donnent  naissance  à  une  forme  de  la  classe. 

Des  résultats  analogues  s'appli(|uent  aux  autres  types  de  formes 
indiqués  aux  n"*  50  et  51. 

Dans  d'autres  cas,  à  une  classe  de  formes  correspondent  p/w-viVw/.v 
courbes  algébriques  :  par  exemple,  pour  une  classe  /|Qcp(a-,j'),  où  i2 

(')  Cn  Journal,  5"=  série,  t.  V,  p.  3i3  el  suivantes. 
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est  impair  et  la  forme  o  positive,  propremenl  primilive,  di-délerniiiiant 
impair  el  premier  à  O,  il  y  aura  aiilaiil  fli-  coiirhes  algéhrifpies  (ju'il  y 
a  de  systèmes  propres,  irrcductililcs  liin  à  Tautrc,  donnant  naissance 
à  une  forme  de  la  classe;  ce  nomhrt'  est  lini.  d  nous  avons  appris  à 
le  déterminer  au  n"  55. 

On  ne  doit  [)as  peidre  de  vue  que  les  formes  binaires  positives, 
introduites  par  notre  théorie,  sont  celles  ([ui  a[)partiennent  à  l'un  ou  à 
l'autre  drs   types  li(a.i:-  -h  h.vy  -h  cy-)-,  [\{ajr  ^  bxv -k- cy'-) -^ y''. 

59.  Propriélé  fondainenlalc.  —  Entre  les  surfaces  hyperahélionnes 
el  les  courbes  algéljriques  ainsi  délinics,  existe  une  relation  remar- 
quable. 

Soit  F  =  o,  F,  =  o,  un  système  propre  de  deux  relations  singulières 
(loiniaiit  naissance  à  une  forme  49(-ï")>')  du  type  examiné  au  numéro 
précédent;  si  la  forme  o(x,y^)  ix'\)vù^cnUi proprcmrnt  un  nombre  N, 
cela  signifie,  d'après  la  définition  même  de  la  forme  {ci,  «pi'une  des 
relations  singulières,  .rF  -h^F,=:o,  du  système  proposé,  a  pour  inva- 
riant 4N,  et  inversement;  x  et  y  désignant  des  nombres  premiers 
(Mire  eux.  Les  moduirs  de  toute  fonction  abélienne,  dont  les  pé- 
riodes vérifient  F  =^  o,  F,  =  o,  satisfont  donc  à  l'écpiation  modulaire 
d'invariant  '|i\;  el  réciproquement,  si  les  modules  d'une  fonction  abé- 
lienne doublement  singulière  satisfont  à  celte  é(juation,  la  forme  qua- 
draticpic  binaire  associée  représente  proprement  le  nombre  4^'- 

Hn  d'aulrcs  termes  : 

Si  la  furmc  associce  à  un  sy.sti'iiir  de  driix  relations  .sinfru/ièrrs 
représente  propremenl  un  nonilire  A,  la  courbe  algél>ri(jiie  rurres- 
pondanle  (supposée  unique)  est  su/-  lu  sur/are  liyperabelienne 
d'imariaiil  A,  et  réciproquement . 

11  eu  esl  (if  même  si,  à  la  (orme  binaire  considérée,  correspondent 
plusieurs  courbes  de  l'espace  :  toutes  celles-ci  sont  situées  sur  les  sur- 
faces byperabéliennes  dont  les  invariants  sont  |>ropreinenl  représen- 
lables  par  la  forme. 

40.    ('.oniMie  consé(juence  JMinii'diali',  on  voil  que  : 

Ivt'H  systèmes  de  deiii  relut io/is  si/i^iilirres  qui  dimuent  naissance 
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à  den  formes  d' une  classe  donnée  sont  toujours  réducilhles  à  un 
nombre  fini  d'entre  eux,  par  des  transformations  ordinaires  de 
degré  i  ;  ou,  si  Von  veut,  les  courbes  qui  répondent  à  iiin-  classe  de 
formes  donnée  sont  toujours  en  nombre  fini . 

Car  CCS  courbes  sont  communes  à  toutes  les  surfaces  hyperabéliennes 
dont  les  invariants  peuvent  être  représentés  par  la  forme;  elles  sont 
dès  lors  en  nombre  fini,  puisque  deux  surfaces  hyperabéliennes  d'in- 
variants différents  n'ont  évidemment  pas  de  portion  commune. 

Nous  dirons  que  les  courbes  qui  répondent  à  une  classe  donnée  sont 
les  courbes  hyperabéliennes  liées  ou  associées  à  cette  classe. 

41 .  Intersection  de  deux  suif  aces  hypei-abéliennes.  —  Si  P  est 
un  pointcommun  à  deux  surfaces  hyperabéliennes  d'invariants  A  et  A,, 
les  périodes  des  fonctions  abéliennes  dont  P  est  le  point  modulaire 
vérifient  une  relation  singulière  d'invariant  A,  et  une  autre  d'inva- 
riant A,  ;  il  en  résulte  que  P  est  sur  une  courbe  hyperabélienne,  associée 
à  une  classe  de  formes  pouvant  représenter  proprement  A  et  A, ,  et  tous 
les  points  de  cette  courbe  sont  également  sur  les  deux  surfaces  hyper- 
abéliennes proposées.  Réciproquement,  toute  courbe  hyperabélienne 
liée  à  une  classe  de  formes  qui  représente  proprement  A  et  A,  est  située 
sur  les  deux  surfaces.  Ainsi  : 

L' intersection  de  deux  surfaces  hyperabéliennes  d'invariants 
A  et  A,  se  compose  de  toutes  les  courbes  hyperabéliennes  associées 
aux  classes  de  formes  positives,  des  types  ^(^ax- -\- bxy -^  cy^), 
4(«"C^  -I-  bxy  -+-  cy-)  -f-  y-,  qui  peuvent  représenter,  à  la  fois  et 
proprement,  les  nombres  A  et  1,. 

En  dehors  de  ces  courbes,  il  peut  y  avoir  (et  il  y  a  effectivement) 
une  intersection  singulière  fixe,  qui  répond  au  cas  où  la  connaissance 
du  point  modulaire  P  ne  détermine  pas  (à  une  substitution  linéaire 
près)  la  forme  sextique  binaire  $(X,  Y),  c'est-à-dire  au  cas  où  $  a 
une  racine  triple  (note  du  n"  50).  Les  invariants  absolus  vérifient 
alors  deux  relations  connues,  c'est-à-dire  que  le  point  modulaire  décrit 
une  courbe  fixe,  et  il  est  aisé  de  voir  que  celle-ci  est  commune  à  toutes 
les  surfaces  hyperabélieimes. 
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42.  Le  théorème  précédent  permet  de  séparer  les  courbes  hvper- 
abéliciiiics  associées  à  deux  classes  dUTérentcs  de  formes;  dune  manière 
plus  précise  :  on  peut  obtenir,  sous  forme  d'équation  à  coefficients 
entiers,  et  sans  fadeur  étranger,  l'équation  des  projections  sur  un 
plan  quelconque  des  courbes  hyperabélienncs  liées  à  une  classe  de 
formes  numériquement  donnée  (  '  ). 

Car,  pour  quon  ne  ^ùl  sépareriez,  courbes  hyperabélienncs  liées 

respectivement  à  des  classes  Co,  C .il  faudrait  que  toute  surface 

hyperaljélienne  contenant  les  courbes  liées  à  lune  quelconque  de  ces 
classes  contînt  les  courbes  liées  à  chacune  des  autres;  en  d'autres 
termes,  les  formes  des  classes  C^,  C,,  ...  représenteraient  proprement 
les  mêmes  nombres.  Or  il  est  aisé  de  voir,  en  se  servant  des  formes 
réduites,  que  deux  {ormes  posit lies  ne  peuvent  représenter  les  mêmes 
nombres  que  si  elles  sont  équivalentes  (proprement  ou  non),  et  dès 
lors  les  classes  C^,  C,,  ...  coïncident. 

Cela  posé,  convenons  de  dire  qu'une  classe  C,  contient  une  classe  C, 
si  les  formes  de  Co  peuvent  représenter  proprement  tous  les  nombres 
représental)les  proprement  par  les  formes  de  C,  :  toute  surface  hvper- 
abélienne  contenant  les  courljcs  associées  à  C,  contienflra  dès  lors  les 
courbes  associées  à  C„. 

Si  une  classe  C  n'est  contenue  dans  aucune  autre,  les  surfaces  hvper- 
abéliennes  dont  les  invariants  sont  représentés  proprement  par  les 
formes  de  G  n'ont  en  commun  que  les  courbes  hvperabéliennes  liées 
à  il;  MU  jiourra  donc  toujours  tiousir  un  nombre  fini  de  surfaces 
hyperahélii'unes  n'ayant  en  commun  que  ces  courbes,  et  comme  les 
coefficieuls  des  équations  des  surfaces  sont  des  nombres  entiers,  il  en 
sera  de  uiéuic  de  l'équation  des  projections  des  courbes  communes 
sur  un  plan  fjuelconciue. 

Si  la  classe  C  est  contenue  dans  plusieurs  autres,  C,,  C,,  .... 
les  surfaci's  hvperabéliennes  dont  les  invariants  sont  représentés 
propreuKMil  par  les  formes  de  C  contiennent  toutes,  outre  les  courbes 
hvpeialiélii  nues  liées  à  C,  celles  cpii  sont  liées  à  C,,  ilj,  ...  et  n'en 
contienneut  simultanément  pas  d'autres,  ('eci  prouve  d'abord  que  b's 
classes  C,,  Cj,  ...  sont  en  nondin'  Uni,  *^l  ensuite  (|u  ou  obtiendra, 


('  )  C'esl-à-dire  à  une  classe  dont  on  donne  numériquemenl  une  des  formes 
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SOUS  la  forme  indiquée,  l'équation  des  projections  des  courbes  associées 
à  C,  si  l'on  peut  obt(Miir  les  équations  analogues  pour  C,,  C.,  ...  :  or, 
en  raisonnant  sur  C,,  C^,  ...  comme  on  vient  de  le  faire  sur  C,  on 
finira  évidonimcnt  par  arriver  à  des  classes  qui  ne  sont  contenues  dans 
aucune  autre,  ce  qui  établit  la  proposition. 

43.  Résumé.  —  La  théorie  précédente  permet  ainsi  d'associer  à 
toute  classe  de  formes  quadratiijucs  positives,  de  l'un  des  types 

(C)        iia.r-  -+-  b.i:y  -+-  cy'^),  f\{nr'-  -+-  b.ry  -\-  cy-  )  +.>'-, 

une  ou  phisieurs  courbes  algéln'iques  liyperabéliennes  ;  ce  nombre, 
discuté  aux  n'"*  30-53,  est  celui  des  systèmes  propres  de  deux  relations 
singulières,  irréductibles  l'un  à  l'autre,  donnant  naissance  à  des  formes 
de  la  classe. 

A  tout  nombre  de  l'un  des  types  4  i^,  4  ^^  +  '  >  on  associe  de  même  une 
surface  algébrique,  à  savoir  la  surface  hyperabélienne  qui  a  ce  nombre 
pour  invariant. 

Si  les  formes  d'une  classe  C  représentent  un  nombre  A,  la  surface 
hyperabélienne  associée  à  A  contient  les  courbes  hvperabéliennes 
associées  à  C,  et  réciproquement. 

Ajoutons  que  s'il  y  a  A:  représentations  distinctes  du  nombre  par 
une  forme  de  la  classe,  les  courbes  sont  multiples  dordre  A"  sur  la  sur- 
face et  réciproquement,  ainsi  qu'on  s'en  rend  compte  sans  difficulté. 
Les  représentations  qui  correspondent  aux  valeurs  x,  y  et  —  .r,  —  v 
ne  sont  pas  regardées  comme  distinctes;  déplus,  si  les  formes  de  la 
classe  admettent  cl  transformations  propres  ou  impropres  en  elles- 
mêmes,  on  doit  prendre  -^  à  la  place  de  A". 

Les  surfaces  qui  répondent  aux  nombres  A  et  A,  se  coupent,  en 
dehors  de  courbes  fixes,  suivant  les  courbes  hvperabéliennes  associées 
aux  classes  de  formes  (C)  qui  peuvent  représenter  à  la  fois  A  et  A,. 

De  tout  cela  résulte  une  méthode  intéressante,  bien  qu'exclusive- 
ment théorique,  pour  reconnailic  si  une  forme  donnée  (C)  peut  ou 
non  représenter  un  nombre  donné  :  la  qi/csliou  est  ramenée  à  recon- 
nattre  si  une  surface  algébriciuc,  cjui  ne  dépend  que  du  nombre, 
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contient  ou  non  une  courhr,  on  un  groupe  de  courbes  ah^éhriqucH 
(^ralioiineUement  inséparables),  qui  ne  dépend  que  de  la  forme. 

Remarque.  —  Notre  représentation  géométrique  met  immédialp- 
ment  en  évidence  certaines  propriétés  aritlimétiqnes  dont  la  démon- 
stration directe  demanderait  peut-être  (piel([ues  développements,  l'ar 
exemple  : 

i"  \a'.  iioinbrr  (les  classes  de  formes  (piadialiques  binaires  |»(isilivcs, 
proprement  ou  improprement  primitives,  [loiivant  représentera  la  fi)is 
deux  nombres  donnés  est  fini  ; 

2"  11  n'y  a  pas  de  forme  quadraticpic  binaire  positive  |)onvant  repré- 
senter pr()[)remenl  trois  nombres  flonnés,  pris  au  hasard. 

Groupe  fuclisicn   d'une  courbe  liyiicrabélienne. 

4-i.  Considérons  un  système  propre  de  deux  relations  singulières, 
qu'on  peut  toujours  (  '  )  supposer  réduites  aux  types 


(•^7) 


//•^-,--  -  D  =  n, 

■  +  'il'  -  p'é  —  y  =  "' 


D,  /H,  /?,  /),  q  étantdes  entiers,  (pielconques  d'ailleurs,  dont  b-s  rpialre 
derniers  sont  sans  diviseur  connu  un. 
La  fornir  quadratique  associée  est  ici 

(38)  yl'ij)  =  /|I>-''-f-  \q>y  -r-  («--t-  {/"/'>.»'• 

Proposons-nous  de  déterminer  toutes  les  transformations  ordinaires 
du  premier  degré  qui  transforment  en  lui-même  le  système  (iy). 

Si  F  =  o,  F,  =  o  sont  les  deux  relations  (  ij),  le  problème  revient 
à  chercher  les  transformations  de  degré  un  qui  changent  respect ivc- 


(')  Cti  Journal,  5°  série,  l.  NI,  p.  33'|.  Si  *  r;;:  o,  *,  =  o  sont  les  deux  rela- 
tions données,  on  prendra  une  relalion  quelconque,  À*  -4-  |i4>,=:o,  dont  l'inva- 
riant soit  pair,  et  on  la  réduira  au  type  //'  —  gg' — D  :=  o,  comme  on  peut  le 
faire  par  une  transformation  d'ordre  i.  Le  nomlire  !^\^  est  donc  l'invariant  pair 
d'une  quelconque  des  relations  singulières  appartenant  au  système  propose. 
Journ.  de  Math.  (5*  icric),  tome  1\.  —   Fa<c.  I,  190.1.  ' -5 
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ment  F  et  F,   en  IF  -+-  aF,  et  A' F  -l-  [a'F,,  après  qu'on  a  chassé  le 
dénominateur  commun  de  g,  h,  g'  el  Jr  —  gg',  qui  figure  dans  les 
formules  ((3)  de  la  transformation  (Première  Partie). 
Dès  lors  la  relation  x¥  +  yF,  =  o  se  change  en 

Çkx  +  X'7)F  +  ([j.a-  —  [J-»F,  =  o, 

et  comme  Tinvariant  est  resté  le  même,  on  aura,  quris  que  soient 
X  et  y, 

•K-^>  y)  =  '\'0''''  -+■  ^'7'  [^^  -^  ."■»• 

La  forme  '\'(x,  y)  se  transforme  donc  en  elle-même  par  la  suhstitu- 
tion  X  =  aX  -+-  X' Y,  y  =  u.X  -f-  p.' Y,  dont  le  déterminant  est  néces- 
sairement ±  I . 

4o.  Bornons-nous  au  cas  où  cette  forme  n'est  pas  d'une  classe 
ambiguë  :  ses  seules  transfoi-mations  possibles  en  elle-même  sont 
X  =  £X,y  —  eY,  £  désignant  ±  i.  On  a  donc 

A  =  ul'  =  £,  X'  =  [Jt.  ^=  o. 

On  est  ainsi  ramené  à  chercher  les  transformations  du  premier 
degré  qui  reproduisent  séparément  les  deux  relations  (37),  ouïes 
reproduisent  changées  simultanément  de  signe. 

Or  cette  recherche  a  été  faite  d'une  manière  générale  au  n"  *i4: 
nous  avons  alors  déterminé  toutes  les  transformations  qui  n'altèrenl 
pas  (au  signe  près)  la  relation 

h^-  gg'  -Q.V  =  0, 

ci  changent  (au  signe  près)  la  relation 

a  o-  -H  ■>.  '^h  -L  Y  o'  —  a>  =  o 
eu 

a,  g  _  -i'^Ji  4-  Y,  «•'  -  to,  -  \{h-  —  gg  -  iiP)  =  o. 

Il  suffira  donc,  dans  les  formules  (i()),  (20).  (21),  (o_i),  (aS),  (aS), 
(h^  faire  A  =  o;  ilP  =  D;  a,  2,3.  7.  co  et  a,,  'i'^,,  y^  ^o,  égaux   res- 
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pcctivcmont  à  ///,  //,  ~  p,  y;  ç„  = -^  ,  ;  ,.,,  ayaiil  soin,  pour  l.-nir 
compte  des  traiisfoiniations  d'ordie  —  i,  d<-  motlre  le  sif,Mie  zn  devant 
le  second  membre  de  (25).  On  trouve  ainsi,  pour  les  entiers  caracté- 
ristiques des  transformations  cherchées,  l<s  l'oiinules 


d,,^      £lU„        (/,=^—tDb„       d.. 


nih„ 

=  -^i/'«. 

^r^ija. 

mh. 

—  —  rallia,, 

~r/ia. 

mb.. 

=  -  r^p  a. 

mb.f 

=  —  qnut. 

-  ta,,. 

'':>    — 

t(t,  , 

£/'„, 

d. 

£//,, 

ua„ , 

na,, 

na.,, 

na,: 

(39) 


('.<•) 


les  (li  sont  liés  par 

(4.)        '   ">«-^K)~p{a\-l)al) 

!        -+-«(<',)«, -4- Da.«.,)   f- y(o„a,,4- «7, or.)  —  dr. /«, 

elles  unités,  positives  ou  négatives,  s,  r,  sont  éi^ales,  puisque  Ton  a,  en 
vertu  de  (:!{),  £Y)  =  +  i  ;  bien  entendu  les  valeurs  des  A,  données 
par  (4<>)  doivent  être  entières. 

46.  Rrniarque.  —  Le  produit  de  deux  des  Iransftirniations  consi- 
dérées, T  et  T',  est  évidemment  une  transformation  jcniissant  de  la 
même  propriété;  en  d'autres  termes,  si  «,,  A,,  r,,  </,  et  a),  //,  <•'■,  d'.  sont 
les  entiers  caractéristiques  de  T  et  de  T',  et  si  £  et  £'  sont  les  unités 
correspoiidanles,  on  aura  une  transformation  de  même  nature  par  les 
formules  (pii  doiiuciil  les  enlieis  caraclérisliqurs  di-  TT  ,  à  >a\oir  : 

(-♦2)  ;    .  .       ;    .  '      .   ■ 

c,  =  a,c„  -\-  l>iC,  -;-  Cjfj  -f-  «,c,. 

</,'  =  a,</„  -f-  ù,d\  -+-  i\d ^  r  '/,</.. 
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On  reconnaît  que  Tunité  e",  qui  répond  à  cette  nouvelle  transfor- 
mation, est  définie  par  i"  =  —  se';  de  même  si  l'on  désii^ne  par  Om 
et  O'm  les  seconds  membres  de  (4i)  pour  les  deux  transformations 
T  et  T'  (0  et  ô'  =  dr  i),  ce  second  membre,  pour  TT',  sera  OO'm. 

Il  en  résulte  qu'on  obtiendra  toutes  les  fcransformations  cherchées  en 
combinant  celles  qui  répondent  à£  =  —  i  et6^±t  avec  une  trans- 
formation particulière  quelconque  répondant  à  £  =  -|-  i . 

47.  Nous  étudierons  d'aboj-d  le  cas  où  la  classe  de  formes  liée  au 
système  des  deux  relations  singulières  initiales  n'admet  qu'une  seule 
courbe  hyperabélienne  associée  ;  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées, 
que  ces  formes  sont  divisibles  par  4 ,  et  deviennent,  après  cette  division, 
primitives  et  de  déterminant  impair  (  '  ). 

En  ce  cas,  la  forme  (38)  est  du  type 

(43)  ^,(Dx^-+-2q'xy^py^)- 

elle  dérive  du  système  de  deux  relations  singulières 
|-  /r-  -  -<.•  _  D    =  o. 


(44) 


-  -pg   -iq 


et,  pour  ol)leuir  les  transfoiinations  oïdinaires  de  degré  lui  laissant  ce 
système  inaltéré,  on  doit  faire,  dans  les  formules  (39),  (4^)  et  (40; 
m  =  i ,  n  ^  o,  q  =^  iq' .  On  trouve  ainsi 

f'u   =  —  eDOo,  r,    =         îDfl,|,  C,  =  —  î«a,  ('a  =         £«,, 

b^  =  —  ipa,-h  2.cq'a.^, 
/>,  =  -£    a„  —  -2iq'a„ 
b.,  =  —  tpa  t? 
b.f  =  —  s.    a.,; 
(46)       a'I  —  Bal  ~  P{^\  —  Do'O  +  2  5''(a„cr,, -i-  a, a.)  =±  i. 

(')  Ou  iiupairemenl  pair  [\ote  (-)  du  n°  30]. 


(45) 
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Les  //,,  d'après  ('p),  sont  entiers;  les  a,  sont  donc  quulrc  enliers 
quelcoïKjues  véiiliaiil  l'ivjualion  (/\G),  qui  peut  s'écrire 

(47  )  (f'„-h  qa,,  1^  —  ha:  +  'iq'a^a..  -    pa]-^  (  jil)  —  c/  '\)a\  —  .^  i . 

48.  l'osons  maintenant,  comme  Ta  fait  M.  Picard  dans  ses  belles 
recherches  sur  les  transformations  qui  laissent  invariable  la  relation 
It-  -  g  g'  -  D  =  o, 

(48)       ..^_2-^,       A_:^fin^',       .,'=..y^', 


Il  H-  l 


valeurs  de  g^  li,  g  qui  vérilienl  idcnliquenienl  cette  relation. 

Les  modules  des  fonctions  abéliennes  qui  répondent  à  ces  périodes 
sont,  d'après  M.  Picard,  des  fonctions  uniformes  de  u,  v,  que  réminenl 
géomètre  a  désignées  sous  le  nom  de  foncliuns  hyperahélicnnes. 

Admettons,  pour  un  instant,  que  la  solution  Ir—  gg  —Xy  =  o 
soit  la  seide  relation  entre  les  périodes;  si  nous  regardons  g,  h,  g' 
comme  les  coordonnées  cartésiennes  dun  point  de  l'espace,  nous 
savons  (n"  G)  que  toute  transformation  ordinaire  de  degré  un  n'alté- 
rant pas  la  relation  proposée  change  une  génératrice  recliligne  <juci- 
conque  de  la  quadricpic  /«*  —  gg'  —  D  =  o  en  une  génératrice  recli- 
bgne  de  la  même  (piadrique.  Or,  d'après  (4*^),  ces  génératrices  ont 
comme  é(juations  m  =  const.  pour  un  système,  i.- =  const.  pour  le 
second;  il  en  résulte  aisément  que  chacune  des  transformations  consi- 
dérées change  u  (ou  v)  en  une  fonction  linéaire  de  m  ou  de  t'.  On  trouve 
ainsi  sans  difliculté,  à  l'aide  des  formules  du  n"  10,  en  désignant  par  u, 
et  (.',  les  nouvelles  valeurs  de  u  et  f, 

I  „   _     («0- f/,v/D)«-(a,-r«,v/D) 

^■'0'  \  ,  -  _ 

ï  ç.    _  (go+^iV^D)i'-h(a|— q,v'D) 

lorsque,  pour  la  transformalion  consiih  rrc.  i.i  \.ii.iir  de  rimii.'-  i  qui 
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fij^iirc  dans  Ips  formules  (27)  du  n"  10,  est  égale  à  —  i;  et 


(5o)                      ■  _  _ 
{au— a„\/D)u  —  ((/,  + a3^D) 

~        (b,-  h„ v/d)  a  -  ('  A,  -h  />3\/D)  " 

lorsque  £  =  +  i . 

Ces  formules  ont  déjà  été  données  par  M.  Bourget  ('  ). 

49.  Cela  posé,  revenons  aux  périodes  doublement  singulières, 
g,  A,  g' .  qui  vérifient  le  système  (44)  • 

(44)  A--^«'-D  =  o,  g  -pg'-2q  =0; 

en  remplaçant,  dans  la  deuxième  équation,  g,  h,  g'  par  leurs  valeurs 
(48),  on  obtient,  entre  u  et  i-,  la  relation 

(5i)  v^  +■  PVD  ?/*"  -!-  (/(li  -+-  ^')  =  o- 

Les  transformations  de  degré  un  n'altérant  pas  les  relations  (44) 
font  subir  à  u  et  c  les  substitutions  (49)  et  (5o),  où  Ton  remplace  les  /»,■ 
par  leurs  valeurs  (45),  en  ayant  soin  de  faire,  dans  ces  valeurs, 
£  —  —  I  ou  £  —  H-  I,  selon  qu'on  porte  les  b^  dans  (4y)  ou  dans  (5o). 
On  trouve  ainsi,  pour  £  :=   -  i  : 


(oo—  a2\/D)u  —  (a,  H-  «jv'D) 


(52) 


—  (/>(7,  —  2  7'f?2  — /Jrt3\/D)«  +  («0-+-  2 7' «3 -h  a,\/D) 

(  a„  -+-  a .,  y  D  )  c  +  (  ff  1  —  ff  3  y/D  ) 


(')  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  XII. 

Par  une  inadvertance  facile  à  corriger  au  n"  25  fie  son  excellent  Mémoire, 
M.  Bourget  indique,  parmi  les  substitutions  (49),  la  substitution  «,rr  (a  +  cv'D)  w, 
(),=z(<7  —  c\/D)i',  où  rt  et  c  forment  une  solution  quelconque  de  l'équation 
(r  — Dc-  =  i.  Ce  résultat  n'est  exact  que  si  l'équation  a-'—Dj--  —  !  est  résoluble. 
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f't  pour  £    T  -4-  I  , 

_     (<7»—  g;  v^D)</  —  (Q|  +  fT,v/D) 


les  a,  étant  toujours  liés  par  l'équation  (46). 

Ces  deux  classes  de  substitutions  n'altèrent  pas,  d'après  leur  fomm- 
tion  mémo,  la  relation  (Hi)  entre  u  et  t'. 

D'ailleurs  une  solution  particulière  de  l'équation  (46)  est  donn<''i'  par 

a„-=  -h  I ,  a,  —  Oo  —  a.,  -   o. 

et  la  substitution  (52  hi.s)  correspondante  sur  //  «-i  i-  t-sl  : 

(53)  //,  ^  .  >  . 

Il  résuld'  (le  là  (n°  i(i)  que,  pour  obtruir  toutes  les  substitutions 
sur  u  et  i'  qui  répondiiil  aux  transforuialions  do  dej^ré  un  laissant 
inaltéré  lo  s\stèm('(  (4),  ou  n'aura  qu'à  oouibinor  la  substitution  (53) 
avec  les  suli>litutious  (52),  où  les  a,  sont  dos  entiers  (pielconques  liés 
par  (46). 

50.  On  déduit  imniodiatoment  de  ces  résultats  lo  g^roupe  fticlisien 
de  la  courbe  livporabolionno  associée  au  syslèiue  (44)?  "u  à  la  classe 
de  formes  dont  (4^  est  un  roprésenlanl.  Considérons  on  oiïot  les  mo- 
dules des  fonctions  abéliennes  dont  les  périodes  vérinoiit  lo  systèmo 
(44)  :  ce  sont,  cninmenous  l'avons  dit  d'après  M.  l'icard,  des  fondions 
uniformes  lispi  r;ibi'lionncs  de  u  et  de  c,  dont  nous  désif,'norons  l'uiir 
quelconipio  pai-  <l>i  //.ri;  d'ailleurs,  r  étant  lié  à  u  par  (  "»  i),  on  aura 

et  lo  second  membre  est  évidommont  une  fonction  uniforme  do  ii,/{  u  >. 

Or  <!>(//.  i)  iio  clian-îo  pas  quand  on  v  ronq)laco  it  ol  o  parles  it,  i-l  i , 

délinis  par  (   >  i  )  ou  (52  ///.s),   |iuisque  colli'  <>pi'-ralion  ocpiivaul  à  inn- 
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transformation  d'ordre  un,  laquelle  n'altère  pas  les  modules;  déplus, 
les  M,  et  (',  étant  liés,  comme  on  l'a  fait  observer,  par  la  relation  (5i), 
on  aura 

c'esl-à-dirc  (juc  la  fonction  f{u)  ne  cliangc  pas  quand  on  opère  sur  u 
la  première  des  substitutions  (52),  ou  quand  on  remplace  u  par  la 
valeur  e  déduite  de  (5i). 

51.   En  d'autres  termes  : 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  hyperahélienne  associée 
à  la  forme  ( 43 ),  à  sai-oir  4 ( D .r-  +  2  y' xy  -h  py- ) ,  sont  des  fonctions 
uniformes  du  paramètre  «;  elles  ne  changent  pas  quand  on  opère 
sur  cette  variable  les  substitutions 

,^^v  _  (fl,-rt,v'D)»  —  (f/.  +  ffsv/P) ^ 

les  a,  étant  des  entiers  quelconques,  assujettis  seulement  à  vérifier 
l'équation 

(  V' ,)      '■'i;  —  ^i'I  —  p(a\  ^  Df/i;)  4-  -iq'iaaa.^  -+-  a^a.,)  =  ±  \ . 

A  ces  substitutions  il  faut  combiner  celle  qui  répond  à  (53)  et  (5i), 
à  savoir  : 

(o5)  ".  =  -     --y^ ^^' 

^       '  p  \U  II  -!-  q 

et  dont  le  carré  est  la  substitution  unité  (  '  ). 


(')   Classes  ainlngiiës.  —  Si  la  forme  (43)  apparlienl  à  une  classe  ambiguë,  il 
y  a,  pour  u,  d'autres  substitutions  fuchsiennes  que  (5-1)  et  (55). 
En  eflel,  la  forme  (43)  est  alors  équivalente  à  l'une  des  formes 

4  (D.r'  +  py"-),         4(2  r>' J' -H  2 Xy.ry  -4- py'-). 
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1**2.  On  a  ainsi  d<''terniin<''  le  groiii»'  fuchsicn  flo  la  courl)e  considérée; 
il  osllir  aux  solutions  entières  de  l'écjuatiori  (  |G  )  qui,  ellc-nicnic,  mise 
sous  la  tornie  (47)»  '-'sl  du  type 

équation  (|u"on  ronrr)ntr'',  ainsi  ([non  a  déjàeuroccasion  de  l'observer 
(n°27j,  dans  la  recherche  des  transformations  en  elle-même  de  la  forme 
ternaire  indéfinie  :;-  —  Da;"  —  '2.q' xy  — py'  :  il  est  à  remarquer  que  la 
forme  \)j:--'r-iq'xy-^py-  est  le  quart  do  la  forme  (43),  liée  à  la 
courbe  hyperabélienne  envisagée. 


qui  dérivent  respeclivemenl  des  deux  systèmes 

(   h^—gg'—    D  -o, 
(S) 

\  g  —PS  =0' 

(  /i' -  ^A'' -  2  D' =  o, 

I   g  —  pg'  —  2  D  =  o. 

Dans  le  premier  cas  (S),  en  vertu  du  n°  IV,  la  forme  D.r'-+-  />>  '  admettant  la 
Iransformalion  en  elle-même  a;  =r  X,  _y  =  — Y,  il  peut  exister  des  transforma- 
tions ordinaires  de  degré  un  reproduisant  les  deux  relations  (S),  multipliées 
respectivement  par  -(-  i  et  —  i  :  la  transformation  qui  change  g,  k,  ^'  en  — g, 
-(-  h,  —  g'  est  dans  ce  cas;  elle  a  ses  entiers  caractéristiques  nuls,  sauf 

a,=  Cj  —  — I,  /;,  =  rfj=+l. 

Elle  donne  pour  u,  d'après  (.'i8),  la  substitution  m,  =  —  u,  qu'il  suffira  de  com- 
biner avec  les  substitutions  (54)  et  (55),  pour  avoir  toutes  celles  du  groupe 
fuchsien  cherché. 

Dans  le  second  cas,  (S'),  on  trouve  de  même  que  la  iransformalion 

(les  autres  rj,,  /»,,  c,-,  di  nuls),  n'altère  pas  le  système  (S')  :  si  *,  —  o,  ♦,— o 
sont  les  deux  équations  (S');  elle  change  en  efTel  'h,  el  *,  respeclivemenl  en  4», 
el  —  *i-l-  'l'i.  l'-lle  donne,  pour  «,  la  substitution  (de  période  deu.v) 

—  Il  s/TD'  —  Cl 
'"  2U(D'  —p)-h\/^'' 

qu'il  suffira  aussi  de  combiner  avec  (54)  el  (55). 

Journ.  Je  Math.  (  j'  série),  lome  1\.    -  Fasc.  I,  iyo3.  '  % 
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Le  groupe  fuchsien  qu'on  vient  d'obtenir  rentre  comme  cas  par- 
ticulier dans  ceux  que  M.  Poincaré  (')  a  déduits  des  transformations 
en  elle-même  d'une  forme  ternaire  indéfinie  quelconque  ;  M.  Fricke 

en  a  étudié  des  variétés  dans  des  Mémoires  d'un  i;rand  intérêt  (-). 

o5.   Désignons  par  ^^("f,  ^')  la  forme  initiale  (4^)  *"t  posons 

/(•^■,7,~-)  =  --' -?(■''•,>'); 

radjf)iiilc  de  /"est  la  forme  ternaire 

lM_\,  \,Zj=.-DY^+2./XY-/?X='-i-(/)D  ^q-)Z\ 
en  sorte  que  l'équation  (46)  s'écrit 
(46)'  (o„  -hq'a^y-^  F(a,,a.,,a3)  =  ±  i . 

Observons  maintenant  que  l'expression  (55)  de  u,  rentre  dans  le 
type  (54),  où  l'on  ferait  a„=  —  q',  a,  =  a.^  =  o,  a^^  i  :  mais,  pour 
ces  valeurs  des  a,,  le  premier  membre  de  (46)',  au  lieu  d'être  ±i ,  est 
égal  à  pD  —  q"-,  discriminant  de  la  forme  ç,  et  aussi  de  la  forme 
f(x,y,z). 

On  peut  donc  dire  que  les  substitutions  du  grou[)f  fuchsien  consi- 
déré sont  to«/es données  par  la  formule  (54),  les  «,  étant  liés  par  l'une 
ou  l'autre  des  relations 


(48)  («„  -h  q'a,y  -h  F(«, ,  a,,  a.,)  = 


±(pD-q-^). 


D'ailleurs  il  suffit,  comme  on  Ta  vu,  de  combiner  une  seule  des  sub- 
stitutions répondant  à  la  seconde  liypothèse  avec  toutes  celles  qui 
répondent  à  la  première,  pour  avoir  l'ensemble  des  substitutions  du 
groupe  :  la  relation  (a^  -f-  q'ajY-h  V(a,,a.,,  n.^)  =/>D  —  q-  se  ren- 
contre également  dans  la  recherche  des  transformations  hnéaires  de  la 
forme  f(.r^ y^  z)  en  l'Ilt'-iaème. 


(')  Journal  de  Mathématiques,  4"  série,  i.  III,  |).  io.'j. 

(-)  Malli.  .4/j/jn/e/i,  l.XWMII,  WXlXetXLll.  lot/  aussi  de  beaux  travaux 
de  M.  Bianclii,  ibid.,  l.  X\\\  111.  XL,  XLII  et  XLlIl. 
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m.  lirmarr/fff  f.  —  On  pciil  flonnor  une  irifiiiilf'  do  formes  aux 
siibsliliilioiis  du  i(i-oiij)(,'  fiiclision  considi-iv.  en  ifiii|il;i(;inl  // ii;ir  iinf 
lomiioii  lim-aire  de  celle  variable;  on  ohiirnl  iiln^i  !-•  :;run[>«-  trans- 
fornir  (lu  premier  par  nnc  suhslilution  lim-ain-. 

Inversement,  tous  les  groupes  fuchsiens  qui  répondenl  à  iin<-  m<"me 
forme  ternaire/(./-,y,  :r)  sont,  comme  l'a  monln-  M.  Poincaré('),  et 
comme  il  est  aisé  de  le  voir  directement,  les  lransform«'-s  de  l'un  d'entre 
eux  par  une  substitution  linéaire;  il  en  est  évidemment  de  même  si  l'on 
remplace  la  forme  /(./;,  y,  z)  par  une  forme  écpiivab-nte. 

55.  Rrmarquf  If.  —  Le  produit  de  di  iix  substitutions  du  i,'roupe 
est  une  substitution  du  groupe,  ce  qui  revient  à  dire  «pic  le  produit  de 
deux  transformations  (45)  est  encore  um-  tr imsforniation  du  menu- 
type. 

De  là  résultent  sans  difficulté  des  formules  cpii  pcrmettenl.  étant 
doimées  deux  solutions  entières  de  l'équation  (46),  d'en  déduin-  une 
troisième  :  elles  coïncidiMit  avec  les  formules  classiques  pour  la  compo- 
sition de  deux  des  IraMsformations  sendjlahles  d<-  la  fnrmc  /"('.f,  y\,  z), 
et  il  est  inutile  d'insister  ici  sur  ce  point. 

ÔG.  (-eia  posé,  considérons  deux  formes  binaires  o(./-.  ti,  ^,1  r.  \  » 
positives,  primitives,  et  de  discriminants  iuq)airs  (=■);  supposons  <pie 

les  fornirs  ti-i  uaircs 

/^  ;'-?(•/•.  .1.  et         f,=  z'—'^,{x,y) 

soient  proprement  ou  improprement  équivalentes,  ce  (pii  exige  l'éga- 
lité des  discriminants  des  deux  formes  9  et  o,.  Va\  vertu  de  la  remanpw- 
du  n"  iîi,  les  groupes  fuchsiensdes  courbes  associées  aux  d.-iix  formes 
4?  et  4o,  sont  transformés  l'un  de  l'autre  par  unesubstitution  linéaire, 
ou,  sous  une  autre  forme,  ces  deux  courl)es  li\  perabélionnes  sont  de 
même  genre  et  se  coi-respondciil  pniiil  p,ii-  pc.jnl. 


('  )  Loc.  rit..  |).  419. 

(')    <  >ii  iiii|i;iiix'nieii(  |iiiii- 
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57.   Cherchons  inaintenanl  à  quelles  coiiflitions  les   deux   formes 
:■-  —  o  el  z-  —  o,  seront  équivalentes. 
Soit  posé 

9  =  Dx--  +  -K/xy  -h  py-,         o,  =  D,  x-  ~  iq\  xy  -r  p,/-, 
A  =  /jD  -  q'-  =  p,D,  -  (/;, 


on  a.  pour  les  adjointes  F  et  F,,  de  /  et  /, 

(5b) 


F  =  -  DY=  ^iqX\  -p\'  -hM\ 
F,=  -D,Y^-+-2ç;XY-p,X=  +  AZ^ 


Si  /  et  y,  sont  équivalentes,  leurs  adjointes  le  sont  également,  et 
appartiennent  dès  lors  au  même  genre  :  par  suite,  en  désignant 
par  dj  un   diviseur  premier  quelconque   de   A,  discriminant   de  f 

et  /",,  les  caractères  quadratiques  (-r)'  (-r)  seront  identiques,  c'est- 
à-dire  qu'on  aura 

DY-— 2,7'XY  — />X-\  _  ,  D,Y?  — 2^;  X,Y,-Hy9,XÎ 


('"•'^'^r-^") = [ 


d, 


quels  que  soient  X,  \,  X,,  \  ,.  En  d'autres  termes,  les  nomhres  repré- 
sentés par  les  deux  formes  hinaires 

DY^^2y'XY  +  /)X%         D,Y^-i-2y',XY^-yo,X% 

c'est-à-dire  par  s  et  ç>,,  ont  même  caractère  quadratique  par  rapport  à 
chacun  des  diviseurs  du  déterminant  commun. 

On  en  conclut  que  les  deux  formes  o  et  o,  appartiennent  au  même 
genre. 

En  effet  : 

1°  Si  elles  sont  toutes  deux  improprement  primitives,  la  propriété 
précédente  suffit  pour  que  le  genre  soit  le  mémo  ; 

2°  Si  l'une  est  proprement  et  l'autre  improprement  primitive,  le 
déterminant  eonmiun,  — A,  est  de  la  forme  4X-1-1,  et  la  propriété 
suffit  encore; 
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3°  Reste  donc  seulement  le  cas  où  les  deux  formes  seraient  propre- 
ment primitives;  elles  seront  du  nu'-nie  i^enre  si,  pour  tous  les  nombres 

n  -I 

impairs  n,  représentés  par  o  ou  par  ç,,,  la  <piaiililé  (—  i  )  '  a  la  même 
valeur,  en  supposant  A  ((jui  est  impair  j  de  la  f<jrme  4N  -i-  i- 

Or  on  j)cut  toujours  supposer  les  premiers  coefficients,  D  et  D,,  de 
ç  et  o,,  impairs,  et  les  seconds,  p  d  p,  pairs;  et  pour  que  o  ou  o, 
représente  un  nombre  impair,  il  faut  et  il  sufiit  que  .r  soit  impair. 

Cela  posé,  on  a  identiquement,  puisque  les  formes  -*-  -  ç-  et  z^  —  z, 
sont  équivalentes, 


d'où 
(57) 


—  cp,  (Xx  ■+-  ay  -+-  V  r,  Vf  -h  [x'y  -+-  -/:■). 

l  o (.c,  y)=      9,  (Xx-  -f ■  uy  ■+■  V  r.  A'./;  +  a' y  4-  v' j  > 
1  -h  :.- —  (V J- -f- ij." y ->- •/' z  f . 


Donimiis  à.tuue  valeur-  iiiipaiie  (juelcoïKpii-;  si  l'on  peut  déterminer 
des  valeurs  entières  de  y  et  de  ;  telles  (pie  la  dillërence  de  carrés 

z-  —  (X".f  -+-  u."y  -+-  V'z)'- 

soit  paire  (et  par  suite  divisible  par  4),  l'identité  précédente  montre 

qu'un  iiumbre  impair  représentable  par  z,  sera  égal  à  un  nombre  impair 

»— I 
représenlable  par  o,,  à  un  multiple  prés  de  4,  et  la  quantité  (—  i)  ' 
aura  méiiir  \aleur  pour  les  deux  formes.  Or  pour  que  l'on  ne  puissr 
rendre  z^  —  {K"x  -t-  [i."y  ■+-  V zY  pair,  .r  ayant  une  valeur  impaire,  il 
faut  évidemment  que  X"  soit  impair,  a'  pair  et  v  impair  :  je  dis  que  ce 
cas  ne  peut  se  présenter.  I/identité  (5; )  donne  en  efiet,  si  l'on  y  fait 
successivement  les  indéterminées  nulles  à  l'exception  d'une  seule, 

D=  -       a"-  -r  Çi.rA.   A    ), 

p  =  —  a''  4-  o,(u..  [x  ). 

G    =  —  v"-   4-  O,  (  V,    v')  -H  I  . 
Mais,  pt)iir  H  et  A"  impairs,  la  |)remière  de  ces  relations  exipre  que  X 
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soit  pair;  la  seconde,  pour  p  et  iji."  pairs,  exige  que  [jl  soit  jiair  ;  la  troi- 
sième, pour  v"  impair,  exige  que  v  soil  pair.  Or  A,  a,  v  ne  peuvent 
être  pairs  simultanément,  puisipie  le  (léU'iminant  (A,  a',v")  est  égal 

à±i(')-    ^         . 

Donc  enfin,  si  les  deux  formes  j-  —  o  et  :;-  —  ç,  sont  écpiivalentes 
(proprement  ou  non),  les  formes  o  et  o,  appartiennent  au  même 
genre. 

38.  Réciproquement,  si  (p  et  o,  sont  du  même  genre,  les  formes 
f  =  :■-  —  cj  et  /,  =  r-  —  ^,  sont  équivalentes. 

Car  les  deux  formes  adjointes  (56),  F  et  F,,  ont  alors  même  carac- 
tère quadratique  par  rapport  à  chacun  des  diviseurs  du  discriminant  A, 
commun  aux  deux  formes  y  et  f, .  D'ailleurs  F  et  F,  sont  proprement 
primitives,  car  A  est  impair,  etD,  q',  p,  d'une  part,  D,,  ^', ,  p,,  d'antre 
part,  n'ont  aucun  facteur  commun,  puiscjue  o  et  o,  sont  primi- 
tives :  de  tout  cela  il  résulte  que  les  formes  ternaires  f  et  /,, 
dont  F  et  F,  sont  les  adjointes,  appartiennent  au  même  genre.  Leur 
déterminant  A  étant  impair,  par  hypothèse,  et  le  plus  grand  commun 
diviseur,  i,  des  coefficients  des  adjointes  F  et  F,  étant  premier  à  A, 
on  en  conclut,  par  un  théorème  connu  (-),  qu'elles  appartiennent  à 
la  même  classe. 

S9.  \  oici  donc  la  conclusion,  que  nous  retrouvons  d'ailleurs  plus 
loin  par  une  autre  méthode  : 

Considérons  les  classes  de  formes  quadratiques  binaires,  posi- 

(')  Comme  conséquence,  on  peut  trouver  des  entiers  r,  r,  ;  premiers  entre 
eux,  dont  le  premier  est  impair,  annulant  z  —  (À'.r -t- ;a' y  4- v";)  ;  sous  une 
autre  forme,  les  deux,  formes  o  et  <p,,  en  vertu  de  (5-),  peuvent  représenter  pro- 
prement un  même  nombre  impair. 

(^)  Voir,  par  exemple,  Bachmann,  Zahlentheorie,  4'"  Partie,  p.  201.  L'énoncé 
de  cet  important  théorème,  dû  à  Arn.  Meyer,  est  celui-ci  :  Deux  formes  ternaires 
proprement  primitives,  indéfinies,  d'invariants  impairs  et  premiers  entre 
eux,  appartiennent  à  la  même  classe  si  elles  appartiennent  au  même  genre. 
Le  théorème  est  encore  vrai  (Mever,  C relie,  t.  CN'IIl)  si  les  deux  invariants  sont, 
l'un  ou  l'autre  ou  tous  deux,  impaiiement  pairs  et  n'ont  pas  de  diviseur  commun 
impair.  [Noie  (  =  )  du  n»  30.] 
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tivrs,  pilniitivcs,  de  même  déterminant  impair  (  '  ),  qui  font  partie 
diin  même  genre,  et  soient  o,,  o..,  .  ■  ■  des  formes  appartenant  res- 
pectivement à  chacune  de  ces  classes  :  tes  courbes  hyperahélicnnes 
associées  aux  classes  de  formes  /\0,.  '19^1  •  •  •  lo/it  du  même  genre, 
et  se  correspondent  point  par  point  (^  ). 

(>0.  La  iiiriiic  llii'-oric  s";i|i|ilii[uc  aux  formes  /jo,  lorsque  la  foiim- v, 
au  lieu  dèlre  propreinenl  |iriiiiitive,  ne  lest  (ju'apiès  division  par 
un  facteur  impair,  i2. 

En  ce  cas,  les  systèmes  i|i'  iliii\  relations  siiii^niliries  (|iii  (loiin''nt 
naissance  à  des  formes  de  la  même  classe  que  iç.  m;  peuvent  se  réduire 
à  un  seul  d'entre  eux,  et  l'on  n'a  plus  le  droit  de  supposer  ///  ==  1 , 
comme  on  la  fait  au  11"  il. 

Soit  en  ce  cas 

i  //-        ''  i''    -   l)  —  o, 

I     ///!'     ■     -2/1   il  pg    —    AfJ    =--  o 

un  svsti'inr  doMiiaiit  naissance  à  une  forme 

(5;))  i  ?{^\y)       4 1  D.i"  -;    2 //.vy   t   (n'-  -+-  mp  m  -  | 

du  tvp(!  considéré:  par  ii\  |inilié-<'.  I).  '.y',//-  •  //ip  «mt  pour  plus 
grand   coiiiimiim  (li\isi-iir  !r   iinmiui'    impair  positif  12;  on  adiucl   en 


(')  Ou  ini|iiiiremeiil  pair  :  la  dénionslralion,  pour  ce  cas,  se  calque  sur  la  pré- 
cédenle;oii  s'appuie  sur  le  ihéorèiiie  de  Arn.  Meyorcilé  dans  la  dernière  noie.  De 
môme,  si  les  formes  z* —  o  et  ;' — o,,  de  délerminaiil  impairement  pair,  sonl 
équivalentes,  on  l'tabiit  (|iie  ç  et  tp,  sont  du  même  genre  :  la  démonstration  du' 
n"  57  reste,  en  ellVl,  applicable;  il  suffit  d'observer  que,  en  vertu  de  (.")7),  o  et  s, 
peuvent  représcnler  respectivement  deuv  nombres  impairs  dont  la  différence  est 
un  multiple  di'  >!. 

(')  Ciassf.i  niiilnguës,  —  Si  le  genre  contient  une  classe  ambiguë,  ç,,  lu 
courbe  Coassociée  à  la  classe  4^0  "^  correspond  pas  point  par  point  aux  courbes 
C|,  Cj,  ...  associées  à  .'10,,  4?î,  •,•  :  ear  son  groupe  fuclisien  contient  une  substi- 
tution fondamentale  (|ui  n'a  pas  sa  correspondante  dan>  les  autres  groupes  (noie 
du  n"  5l).<ln  en  conclut  aisément  qu'à  un  point  de  V.^  répondent  deux  points 
(le  C,,  et,  il  un  point  de  (),,  un  j)oinl  de  C,,. 
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outre  que  le  quotient  par  D,-  de  la  (|uaiitité  .1  =  D(//  -  -+-  nip)       q- 
est  premier  avec  O. 

Pour  trouver  le  groupe  fuclisieu  (]e  la  courbe  liyperal)élienne  qui 
correspond  au  système  (58),  nous  avons,  comme  plus  haut,  à  étudier 
les  transformations  de  degré  un,  données  par  les  fornuilcs  (Sg),  (4o) 
et  (4i),  qui  laissent  ce  système  invariable. 

Supposons,  dans  les  formules  (4o),  £^  —  i  :  le  cas  de  £  =  h-  i 
donnerait  lieu  à  une  observation  pareille  à  celle  du  n"  46.  Il  vient 
ainsi 

m  b„=^  pa i  —  qa.,, 

III  h ^  =  r>ifi,i  -+-  qc.i-^  111  a  ^ , 


m  l>.^  ^  pa^- 


•211  a., 


les  a,  véritiant  Fcquation 

m(a^  —  Da^)  —p{a]  —  Da^)  -h  2rt'(a„a,  4-  Da^a^") 

-H  'iq' (^a^a^  +  a,  a^)  =  ±  m. 

On  peut,  par  la  méthode  suivie  au  n°  19,  exprimer  les  «,•  et  è,- en 
fonction  linéaire,  à  coefficients  entiers,  de  nouvelles  indéterminées  : 
supposons  pour  cela,  comme  nous  en  avons  le  droit  (n°  54),  m  et  2q' 
premiers  entre  eux,  et  soient  a  et  v  deux  entiers  tels  que 

ni  a  +  2  ^'  V  —  I  ; 


aura 

c/„  =  /, 

^0=  —  -i-qj-hpo-z, 

a,  =  z, 

b,  ^=  t  ~i-  2/1.' az  -+-  iqy, 

a.,  =  —  ni  i:  -h  pvz, 

f>i  =  py  -+-  2n'.v, 

«3  =  —  2.n'vz  -^-  my, 

b^  =  —  mx  4-  /Jvr; 

les  nouvelles  indéterminées,  x,  y,  z,  f,  seront  liées  par  la  relation 

(/  -1-  //uL  r  -h  q'y y  -  ■  z(  [>.q'.i-  -i-pu.z)  —  l)(  ni.r  -h/JVC  )- 

-t-  \^{py  -+-  -m'  X  )  (  m  y    -  ■in'vz  )  —  {n'  fj.z  -t-  q'  \')-  —  ; 
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On  en  conclut,  comme  on  Ta  fait  prôcodcinmcnl,  ijue  li-  groupe 
fuclisioii  cherché  e.ii  rehii  (jui  correspond  iiiix  transformations  en  elle- 
mènir  (le  lii  forniL'  l'-rnaire  avant  pour  adjoiiili' 


(Go) 


z(—  "xq'.r  -H/JU.-)  —  ï){mx-^- p'/Z  f 

—  D-(/)\'  -f-  in'x)(n>y  —  'in'^jz)  —  (n'az  -+-  q' yY- 


On  trouve  que  celte  forme  est 

(/('•,/,  -)  =  --(i  —  4Dv-«'-;—  \\in-.r-  —  p{\x+  Upr  \y- 
(Oi)  -+-  2«'(—  a  —  2pT)'/-)yz  •+■  ^Dmn'yzx 

f  —  2(c/'  —  T)mp'j)xy. 

Elle  a  pour  déterminant  la  quantité  J  =  D(n'^-h  mp)  —  rj-,  intro- 
duite plus  haut;  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de 
son  adjointe  (60)  est  ù,  comme  on  s'en  assure  aisément,  en  se  souve- 
nant que  m,  in',  p,  iq  n'ont  pas  de  facteur  commun,  que  ///  et  ■y.q' 
sont  premiers  entre  eux,  et  (pie  D,  q\  n"^  -i-  nip  ont  Q  pour  plus  t,n'and 
commun  diviseur. 

D'ailleurs,  la  formcypeul  s'écrire 

f{.v,y,  z)  --  —  D(nij:  -\- p\z  -\-  in'^tzy  -f-  iy—{mx  -f-  p\y  -h  m  v;  » 

elle  se  transforme  donc,  par  la  sul)stitulii(ti  fractionnaire  de  détermi- 
nant I, 


///. 

1:  ->r 

m 

=  - 

«' 
m- 

en 

la  f()rii 

lie 

2  //  V  r  = 


—      S 


(62)      s"  —  r);*  —  "îq'^r^  —  (//  "  +■  mp)r^-.     c'est-à-dire     î^*  — o($,r,>. 
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Les  deux  formes  (6i)  et  (62)  appartiennent  donc  au  même  genre, 
d'après  un  beau  résultat  de  Stephen  Smith  (')  ;  il  en  résulte,  en  vertu 
du  théorème  de  Meyer  déjà  employé  (-),  qu'elles  sont  aussi  de  la  même 
classe,  c'est-à-dire  équivalentes  lune  à  laulre. 

On  en  conclut  que  le  groupe  fuchsien  de  la  courbe  hyperabéliennc 
liée  au  système  (58)  est  le  transformé,  par  une  substitution  linéaire, 
de  celui  qui  dérive  des  transformations  en  elle-même  de  la  forme  (62), 
c'est-à-dire  de  la  forme  z- —  o(.r,  y)  :  c'est  le  résultat  obtenu  dans  le 
cas  particulier  étudié  d'abord  ;  il  conduit  aux  mêmes  conséquences. 

61.  Par  suite  : 

Soit  ç  une  forme  binaire  positive,  di\'isibie  par  un  nombre 
impair,  O,  et,  après  celte  division^  proprement  primitive  et  de 
déterminant  impair,  premier  à  ù  : 

ï°  Toutes  les  courbes  hyperahéliennes  associées  à  la  classe  de 
formes  dont  4ç  <^st  un  représentant  sont  du  même  genre  et  se 
correspondent  point  par  point  ; 

2"  Elles  correspondent  aussi  point  par  point  aux  courbes  hyper- 
abéliennes  associées  à  toute  classe  4^,,  pour  laquelle  la  forme 
binaire  positive  s,  a  même  déterminant,  menu-  diviseur  Q,  et  même 
genre  que  la  forme  o  ('). 

Car  on  établit,  comme  précédemment,  que,  si  ç,,  lomplit  ces  con- 
ditions, les  deux  formes  r- —  5  ot  :•-  —  o,  sont  équi\alentes.  et  réci- 
proquement. 

62.  Ces  résultats  établissent  une  liaison  remarquable  entre  les 
courbes  hyperahéliennes  associées  à  deux  classes  de  formes  qui  appar- 
tiennent au  même  genre;  on  va  les  compléter  en  les  rattachant  aux 
transformations  singulières  du  premier  ordre  des  périodes,  dans  le  cas 
du  moins  des  formes  primitives,  c'est-à-dire  de  ii  =r  t  ou  2. 

Supjiosons,  pour  fixer  les  idées,  ii  =  i  ;  soient  9  et  o,  deux  formes 


(')  Phitos.  Transactions,  l.  CLMI,  p.  275. 
(=)  Noie  du  W-m. 

(')  On   suppose  que  ç,,  après  division   jiar  £2,   est  proprement  ou  impropre- 
ment primitive. 
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proprement  |ii  imiiives,  positives,  de  même  dêterminanl  impair  il  du 
même  genre;  les  formes  -^  —  o  et  -- —  o,  sont  équivalentes  et,  dès 
lors  (n"  o7 ,  note),  o  et  o,  représentent  proprement  un  même 
nombre,  D.  Elles  peuvent  donc  s'écrire  : 

et  les  systèmes  de  deux  relations  singulières  (pii  donnent  naissanc  >■ 
aux  classes  représentées  par  4?  et  49(  sont  réductibles  respectivement 
aux  types 

Ir  -    <r'^'  -       D  =^  O,  \'''^~  ^'  ff\    "       D  ::=  (), 

•i  -  P'ri'  -  '^(f  =  o.       I  g>  - p,  g,  -  ^y',  =-  o. 

Or,  si  l'on  |)ose,  comimic  au  n°  48, 

£'— — ,  h  —  JD -,  "•='.4VD . 

C  II  _i_  tl  '  »#  _1_   Et  o  '  .#   j^   *t 


!V/5  .  -pj  U'—  l'  ,  ,;r      , 


r     «  •• 


aux  variables  1/  et  u'  répondent,  comme  on  l'a  vu,  deux  groupes  fucli- 
siens,  transformés  l'un  de  l'autre  par  une  substitution  linéaire.  La  cor- 
respondance point  par  point  entre  les  deux  courbes  liy[ierabéliennes 
associées  respectivement  aux  classes  49  et  '19,  s'établit  donc  en  [)Osant 

,       A  «  -(-  B 

tl  =  p p, 

A,  U,  li,  1'  (.lésignant  des  constantes  :  la  forme  même  ('>'\)  des  deux 
groupes  fucbsicns  relatifs  à  u  et  u'  montre  que  A,  U,  K,  Ksont  du  t\|ie 
X  +  a\  D,  A  et  u.  étant  «Mitiers.  On  a  ainsi,  en  remplaçant  //  et  m  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  périodes, 

/'.  +  v/b  ^  -(.\.+  A,v/D;(AH-v^)-h(B.H-b.v/D)A' 
ô'.  -(E,+  E,v/D)(/,-,-V^)-H(F.H-F,v/b)i' 

^  _       .y.        ^  -(A,+  A,v^V-H(B.+  B,v^p)(/>-V^) 
/'.-y^        -(E„H-l-,v/D)i''-(-(.F.-t-F,v/D)(/i-v/U)' 

les  A,,  li,,  \:,,  I",  désignant  des  entiers. 
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On  a  maintenanl  le  droit  de  changer,  dans  ces  relations,  le  signe 
de  vD,  que  rien  ne  fixe  a  priori  :  on  oblienl  ainsi,  entre  les  périodes, 
des  relations  de  la  forme 

<^,g,  -+-  $„//,  =  çP:,,      <p.//,  4-  f, -;  =  ç„ 

%  g>  +  ^Jl^  =  t.,  ^  /',  H-  ^2g',  =  ^.>, 

(P/  et  -^  désignant  un  système  de  périodes  simultanées  en  f^,  h,  g'. 
Or  ces  relations  caractérisent  une  transformation  (n°  7),  faisant 
passer  des  périodes  g,  h,  g'  aux  périodes  o-,,  /*,,  g\  :  cette  transfor- 
mation doit  être  du  premier  degré,  puisque  la  correspondance  entre 
les  points  des  deux  courbes  liyperabéliennes  considérées,  c'est-à-dire 
entre  les  points  modulaires  liés  aux  deux  systèmes  de  périodes,  est 
univoque  ;  elle  doit  être  singulière,  car  une  transformation  ordinaire 
d'ordre  un  n'altérerait  pas  le  point  modulaire. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  au  cas  où  o  et  o,  seraient, 
l'une  ou  l'autre  ou  toutes  deux,  improprement  primitives,  en  apparte- 
nant toujours  au  môme  genre. 

05.  On  arrive  ainsi  à  cette  conclusion,  que  nous  retrouverons  plus 
loin,  par  une  méthode  plus  l'igourcusc  et  à  l'abri  de  toute  objection  : 

Soient  ç,,  cp2,  ...  des  formes  binaires  positives,  primitives,  de 
même  déterminant  impair  ('),  n'appartenant  pas  à  la  même  classe, 
mais  appartenant  au  même  genre  :  les  systèmes  propres  de  deux 
relations  singulières  qui  donnent  naissance  aux  classes  dont 
4çpi,  4 Ça?  •••  sont  les  représentants,  sont  réductibles  à  un  seul 
d'entre  eux  par  des  transfoi-mations  singulières  du  premier  degré. 

La  proposition  ne  s'applique  pas  aux  formes  non  primitives,  parce 
que  les  courbes  hyperabéliennes  qui  sont  associées  à  une  classe  non 
primitive  ne  sont  pas  rationnellement  sêparablcs;  la  transformation 
qui  établit  la  correspondance  univoque  entre  les  points  de  deux  de  ces 
courbes  n'est  donc  pas  nécessairement  du  premier  degré. 

(')  Ou  impairemenl  pair  [note  (')  du  n"  59]. 


I.ES     FONCTIONS    ABKLIENNES    SINGULIÈBES.  un 

64.  Cette  induction  nous  conduit  à  étudier  les  transformations  sin- 
gulières du  premier  degré  pour  les  fonctions  abélicnnes  doublement 
singulières  :  nous  n'avons  fait  cette  étude  que  pour  les  fonctions  sim- 
plement singulières  ('). 


Trans/ornialions  singulières  du  premier  degré. 

(îiî.  Supposons  que  les  périodes  -,  A,  g'  vérilieiil  deux  relations 
singulières  F  =  o,  l\  =  o,  formant  un  système  propre.  Une  transfor- 
mation singulière  quelcon<iue,  faisant  passer  (»)  des  périodes 
G,  H,  G'  aux  périodes  g,  h,  g',  suppose  entre  celles-ci  une  relation 
singulière;  dans  le  cas  actuel,  si  À  et  a  désignent  deux  entiers  jire- 
miers  entre  eux,  à  toute  relation  aF  -f-  [iF,  =  o,  répond  un  ensemble 
de  Iransfoi  mations  singulières  que  nous  avons  appris  à  former. 

Supposons  que  le  système  F  =  o,  F,  =  o  soit  réductible  au  type 

(44)  h^--gg--Ti  =  o,         g  -  pg' - -iq' ^  o; 

pour  obtenir  toutes  les  Iraiisformations  singulières  de  degré  un  (pii 
correspondent  à  la  relation  singulière 

A(/*-  -  gg'  -  D)  4-  ^x{g  —  pg'  _  2y'  )     -  o. 

il  fautse  donner  les  indires  /cl  A,  c'est-à-dire  deux  entiers  vériliantla 
relation 

( (53 )  /^  -  /.^ (  D  V  -i-  -2  y ' Xa  4-  /m=  )  .^  ^  I  : 

la  transformation  correspondautcMlu  premier  degré,  d'indices/et  A,  est 
alors  déterminée,  à  une  transformation  ordinaire  près  de  ce  degré; 


(')  Ce  Journal,  5'  série,  t.  VI,  p.  .Ui  el  suiv. 

(»)    Voir  la  Théoriedes  transformations sin^-ulièrcs  ilaii»  ro  .loin  iiai,  «■  Mrio, 
l.  VI,  |).  ...Si-3aG. 
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SCS  entiers  caractéristiques  sont  définis  par  les  formules  (n"  13) 
ag—i,  a,    -- o,  (2.  -  o,  «3  =  o, 

c„  =  o,  f|  ^=  T'a,  f.  -^  i  -h  l' a,         f;,  '^  /rjx, 

d„  ^-^  ■z'p\i.  —  (7'(Da  +  ay'ix),  f/,  =-  A(DX  -+-  2y'jA), 

d.,--- kpii,  d^-=l, 

où  !j'  et  t'  sont  des  entiers  qui;lcon(|ues,  satisfaisant  à  l'équation 

/  —  I  ^  a'ut.  +  t'X. 

Or,  X  et  [JL  étant  premiers  entre  eux,  on  trouvera  des  entiers,  X'  et  jjl', 
tels  qu'on  ait 

(64)  aX' -I- aa' =  I  ; 

et  dès  lors  on  pourra  prendre 

a'  =  (/-i)ui',  -'=^.(/_,;rA'; 

le  Tableau  précédent  s'écrit  alors 

j  «u=i,        a,  —  o,  «o  =  o,  «3^=0, 

I  /;„  =  o,        ^, -=  XX'/ -H  [Ap.',        />2  =  (/ —  i)Xu',        63  =  A-X, 

(^(55^    /  c„  =  o,        c,  =  (/  —  O^'i"-'       ^2  =  ."-."J^'^  +  ^^'.       C3  =  ka, 

I  tif„  ^':  (  /  —  I  )  [  /)  aX'  —  U-'  (  D  X  +  2  ^'  u.)] ,     f/,       k  (  D  X  -h  '-  y '  a  ) , 

I      C?^  =:   kp  [JL,  C?.,  ==   L 

On  obtient  ainsi,  en  faisant  varier  X  et  [jl,  une  infinité  de  transfor- 
mations singulières  de  degré  un,  pour  les  fonctions  abéliennes  considé- 
rées; on  voit  que,  pour  définir  une  quelconque  d'entre  elles,  il  faut  se 
donner  en  réalité  les  trois  nombres,  que  nous  appellerons  ses  indices, 
l,  AX  et  AuL,  vérifiant  la  relation  (G3)  : 

/^  -  DA-X-—  ay'AX.  Au.  -\-  pk-u.-    -  -  i . 
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c'est-à-dirf  qu'il  finit  so  donner  une  solution  r.  r ,  )'  de  ItMiualion 

en  désifi^nant  toujours  par  .(l'iÇx,  y)  la  forme  '|(Dx^  -t-  2q'xy-hpy*), 
associée  au  système  (44)  '■  ^  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  x 
et  dey;  les  quotients  de  x  ely  par  /i  seront  A  et  a;  enfin  -  sera  /. 

Reman/ue.  —  Pour  définir  une  transformation  singulière,  T,  du 
premier  degré,  on  doit  connaître,  avec  les  indices  /,  àX,  Aix,  les  deux 
relations  singulières  (44)  i  ""  P^^ut^  d'ailleurs  faire  subir  à  celles-ci  une 
transformation  singulière  quelconque  1,  de  degré  un  n'altérant  pas  leur 
système  :  cela  revient  à  faire  suivre  T  de  1.  Or  on  voit  de  suite,  soit 
directement,  soit  en  se  reportant  à  des  formules  antérieurement  établies 
par  nous  ('),  que  la  transformation  T"^  a  pour  indices  /,  AX,  àia,  ou 
/,  —  Aà,  —  A (i,  si  S  est  d'ordre  -i-  i  ;  et  ces  mêmes  quantités,  changées 
de  signe  simultanément,  si  S  est  d'ordre  —  i. 

De  même,  si  l'on  fait  précéder  T  d'une  transformation  ordinaire  de 
degré  i ,  S,  les  indices  de  ST  sont  /,  A  A,  A  a  ou  —  /,  —  Aa,  —  Aa. 

Il  résulte  aisément  de  là  (juc  les  transformations  singulières  de 
degré  un  et  d'indices  respectivement  égauv  à  il,  rjA  A,  yjAu.,  £  et  r,  dési- 
gnant ±  I ,  font  correspondre  à  des  périodes  g,  h,  ^'',  vérifiant  les  rela- 
tions (44))  <iuatre  systèmes  de  périodes  équivalents,  r'est-à-dire 
donnant  un  même  point  modulaire. 

()(>.  (Ida  posé,  soient  T  et  T,  deu\  Iranst'orniations  singulières  du 
premier  degré,  d'indices  /,  Aa,  Ajjl  et  /,,  A,  A,.  A,  a,  :  elles  font  corres- 
pondre respectivement  aux  périodes  g,  //,  g  des  périodes  G,  H,  G'  et 
(1,,  H,,  (i,  :  dans  quel  cas  ces  deux  derniers  systèmes  de  périodes 
(loiinri(int-ils  l(^  même  point  modulaire? 

rdiii-  (iii'il  en  suit  ;iiiisi.  il  l'iml  d  il  Miflit  qu'une  transformation 
ordinaire,  S„,  fasse  passer  de  (  i,  II,  Ci  à  li,,  M,,  (i,;  alors  la  trans- 
formation de  degré  un,  T~'  S„  T,,  fera  passer  des  périodes  g,  h,  ^'  aux 
int-nir.s  périodes  g,  //,  g'  :  ce  sera  donc  ce  (pie  nous  avons  appelé  une 
multiplication  complexe  du  premier  degré,  que  nous  désignerons 

(')  Ce  JoNiiKil.  .")•  série,  t.  M,  [.  •  tVS-l'iO. 
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par  0.  On  a  ainsi 

(6G)  S„T,  =  T0. 

Or  les  indices  de  S„T,  sont,  à  un  même  facteur  ±  i  près,  les  mêmes 
que  ceux  de  T,,  comme  on  vient  de  le  voir;  calculons  directement  ceux 
deT0. 

Les  entiers  caractéristiques  a,,  6,,  <:•,,  </,  de  T  sont  donnés  par  les 
formules  (65);  ceux  de  la  multiplication  complexe  0,  de  degré?//?, 
pour  le  cas  des  deux  relations  singulières  (44 )>  le  sont  par  les  formules 
suivantes ( ' )  : 

(67)  "      /''  '  '  ' 

c'„  =  -  -if/p  4-  Dt,      c\  =  D  (7,  t-;  =  0  -T-  2?/'cr,      c'^  =  p, 

1    f/J,  =  —  D/)!7,  (/\  =  Aq'p  -Dt,      (/',  =  /) p,  d'.j--~()-+-2q'<J-, 

G,  p,  T,  a  désignent  des  entiers  liés  par  l'équation 

O'-h  2y'0c7  —  pp-+  a?'?"  —  D-:'-i-/jD7-  =  ±  I, 

qui  s'écrit 

(68)    (f)  +  r/'J)'-D--+  ■iq'p-.  -  pp--h(pT)-ff-)'7-^±\, 

et  qui  a  été  déjà  rencontrée  au  n"  47,  avec  d'autres  notations. 

Or,  les  entiers  caractéristi{|ucs  a) ,  b] ,  c- ,  (/,'  de  T0,  sont  fournis  par 
les  formules  (-) 

'    a]  -^  a,a„  +  l'^d ,  +  (",«!.  -t-  f/,«3, 

,  b"=  aj/  +  /',/',  +  Cib'.,  -+-  d.b',, 
(G9) 

c-  =  a^c^  -h  bjC ^  -f-  CiC,  -+-  djC.^, 

d'.  =  a^d'^-i-  bjd\  -+-  Cid'.,  -+-  d^d'^, 


(')  Ce  Journal,  S""  série,  l.  W,  p.  SSp;  nous  avons  changé  t  en 
(»)  /iirf.,  p.  293. 
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et  les  indices  /",  A"/.",  k"u,"  de  T0  ont  pour  expression  (')  : 

/   /"       =  (a" (/■')„,  +  (a"d"),.„ 

(7")  <   />"u."^(a''c")o3+ (a"c"),j, 

(  A'A"  =  (a"i»")o3+(a"^"),,. 

Il  suffit  maintenant  de  porter  dans  (70)  les  valeurs  (69)  des  a  ,  h  , 
c",  d",  calculées  elles-mêmes  à  l'aide  de  (65)  et  (G7),  pour  obtenir 
/',  k"X",  /f"u.",  qui,  d'après  (00),  sont  (''jj^aux  à  /,,  />,/.,.  k,u.,,  au 
même  facteur  ±1  près. 

On  trouve  ainsi  les  expressions 

/,       ==      /(0»+2-7  07-4-/^0-+ i)T=- --7' -:?  +  /) 0(7=) 
-4-  kl(-2r/(}p  -  2UOT  -¥-  :>./vlJca  -  2Dq''7l) 
■+-  A  tji.(2pOp  ■+-  2/?D(TT  ■+-  ipq'  zi  —  .iq^h  —  4^  '"îî")! 

A,X,  =      /(-oOt- 2/j:7) 
(71)    /  -+-AX(0=-hDT'-/jp^-/jD7-) 

-+-  k^(-  ip()G  —  2/)pT  -  ■ipq'J-  -H  2«7-'), 

A,a,  =       l(2fip—  iBi-  -h  \q'p'j) 

-+- AX(2D0cr-  2DpT  +  2<7'c-r  27'D7M 

;  4- Au.(0--t-/|y'Oa-f-  V/  '^'—  Dt- -1- /»p'- — />D7';. 

G7.  On  reconnaît,  dans  ces  formules,  celles  (jui  donnent  des  trans- 
formations on  elle-même  de  la  forme  z'-  —  '^(■r,  y),  c'est-à-dire 
z'-  —  D.r^  —  iq' xy  —  py"^  ;  elles  ne  fournissent  pas  loulrs  ces  transfor- 
mations, mais  seulement  celles  cpii  sont  liées  aux  solutions  en  nombres 
entiers  de  lécpuition  : 

(68)  (04-./^)-^  i-F(p,T,cr).=  ±i, 

F  désignant,  enimne  <riialiltii(li'.  lad  jointe  «le  ;^ —  ç(j-,  _>'). 

En  d'autres  termes,  si  /,  AX,  Au.  désifjnc  une  solution  particulière 

(')  Ce  Journal.  5'  série,  l.  VI,  p.  aSS  el  a86. 

Jouin.  de  Math.  (  ■>•  nùric).  loiiio  l\.  —  Kosc.  1.  lyii.  "■' 
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Ir  I  ('■(lUiltioil 


/^-/rç-TA,  u.)==+  r. 

on  en  cléduil,  par  les  formulrs  'T')?  H"'  'lonnenl  des  transformations 
en  elle-même  de  la  forme  /- —  A- c-(  A,  a),  une  infinilé  d'autres  solu- 
tions; soit/,,  A,  A,,  A,[j.,  l'une  de  celles-ci  :  les  deux  transformations 
singulières  du  premier  degré  d'indices  /,  A"X,  k^i.  et  /, ,  A,  A,,  A",  a,  sont 
réductibles  l'une  à  l'autre  à  l'aide  d'une  multiplication  complexe,  et 
les  deux  systèmes  de  périodes  (i,  H,  G'  et  G,,  H,,  (i, ,  qu'elles  font 
respectivement  correspondre  à  g,  h,  g',  sont  équivalents,  c'est-à-dire 
donnent  un  même  point  modulaire. 

68.  En  vertu  de  la  remarque  du  n"  (iiî,  les  transformations  d'in- 
dices /,  AX,  A'[ji.et  /,  — A"^,  — Apt.,  font  également  correspondre  à  ^,  //,  g' 
deux  systèmes  de  périodes  équivalents  :  or,  si  nous  |)Osons  pour  un 
instant 

/,  =  /.  A ,  A,  =  —  A- A,  A ,  jJ-,  =  -~  A  a, 

ces  quantités  vérilieiil  les  équations  (71),  où  les  premiers  membres 
seraient  multipliés  par  pD  —  q'-,  et  où  l'on  ferait,  dans  les  seconds 
membres,  p^':  =  o,cr  =  i,0  =  —  ^r'.  Ces  dernières  valeurs  satisfont 
d'ailleurs  à  la  relation 

(72)     (f)  +  r/ ^Y  ~  D--  -h  2q' p-  -  pp'  -h  ( pD  -  r/')a'  =  pD  —  q'', 

dont  le  deuxième  membre  est  le  discriminant  de  la  forme  z-  -  c>{x,y). 
Si  donc/,,  li,^,,  A' (  u-,  est  une  solution  de  lécpiation 

/-  -  A- 9 (A,  u.)=  I, 

déduite  de  la  solulion  /,  A  /..  Au.  par  une  des  transformations  eu  elle- 
même  de  la  forme  /- — A-o(A,  p.),  qui  dérivent  d'une  solution  de 
l'équation  (72),  les  transformations  singulières  du  premier  degré  d'in- 
dices /,  k\,  Au  el  /, ,  A,  A, ,  A-,  a,  font  correspondre  aux  périodes  g,  h, g' 
deux  systèmes  de  périodes  é(]uivalenls. 

H9.   Tous  ces  résultats  s'étendent,  sans  autre  difliculté  (jue  la  lon- 
gueur des  calculs,  au  cas  où  le  système  initial  de  deux  relations  singu- 
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Hères  est  réductihir  ini  type 

//-  -  gf^'  -  I)  =  n,  air  -f-  ?/'  4-  VA''  -  w  =  o, 

avec  la  seule  liy[)i)tlièso  que  ^  et  o)  soient  [)airs. 

70.  (Convolions  (le  dire  (|iie  <leu\  liatisrnrMiations  sin^'ulièi'i's  du 
[)renriicr  dej^ré  sont  o([uivaleiiles  ou  non,  selon  qu'elles  font  ou  non 
correspondre  aux  périodes^',  h,  g'  deux  syslèmes  de  périodes  é«jui- 
valents  entre  eux,  c'est-à-dire  donnant  le  même  point  niodidaiie. 

De  même,  convenons  de  dire  que  deux  solutions  en  nondjres  entiers 
de  réqualioM 

(73)  =■-— ç.(x.  V)=  I 

sont  é<jiii\aleiites  ou  non,  selon  que  l'une  se  déduit  ou  non  de  lautre 
pai  une  (les  transformations  prinripali's  en  elle-même  de  la  forme 
-■  -  o(  ' ,  V)  :  par  transformations  principales,  nous  ent(;ndons  celles 
(jui  dérivent,  suivant  la  tliéorie  générale  classique,  des  solutions  en 
noMiliies  entiers  de  lune  ou  l'uutre  des  ('■(pialions 

A  étant  le  discriminanl  ili-  o(.'',  \')  et  FJ'adjoinle  de  r' —  9. 

Les  soluli()ns  z,x,yvl  —  ;,  —  /•,  —^  seront  également  dites  fy«/- 
K-alentcs. 

Cela  posé,  les  résultats  ipiOii  vient  iliplitenir  s'énoncent  ainsi  : 

Sait  S  II  II  s\  sirnic  dr  drii.r  ifldlimis  siiigulirrrs  (IuiiikiiiI  ikiis- 
saiicc  à  uni'  for  nu-  '|0(./,^);  drsignviis  pur  I,  h/..  Au.  nnr  suliiduii 
de  réquatiun 

/-—  k-z{t.,  u.)  =  I, 

A  et  IX  élant  pn-miers  entre  rnx  :  à  cette  solution  correspond,  pour 
les  fonctions  ahclieiines  dont  les  périodes  cerijient  te  système'^,  nm- 
Iransfonnation  singulière  du  premier  degré,  dont  tes  intlices  sont 
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/,  A  A,  Ali.;  à  drtix  solutions  équùalcnlcs  répondent  deux  Iransfor- 
nialions  équnalcnles ;  à  deux  solutions  non  cquivalcntes  répondent 
deux  transformations  non  équivalentes. 

Sous  une  autre  forme  : 

A  unpoinl  modulaire  P,,  donné  par  des  périodes  vérifiant  le  sys- 
tème S,  les  transfurnmtio/is  sint^ulières  du  premier  degré  font 
correspondre  autant  de  points  modulaires  P,  qu'il  y  a  de  solutions, 
non  équivalentes  entre  elles,  de  l'équatiun  z'-  —  o{x,  y)  =  i . 

Parmi  les  points  P,-  figure  le  point  modulaire  initial  P,  :  il  corres- 
pond à  la  solution  ;:  =  i,  x  =^  =  o,  c'est-à-dire  à  la  transformation 
unité,  (jue  nous  comptons  ainsi  au  nombre  des  transformations  sin- 
gulières. 

71.  Etudions  maintenant  les  systèmes  de  deux  relations  singulières 
qui  dérivent  d'un  système  initial  par  les  transformations  singulières  de 
degré  i . 

Nous  admettrons  que  le  système  initial  donne  naissance  à  une  forme 
binaire  \^{x,y),  la  forme  çp  étant  primitive  (proprement  ou  impro- 
prement), et  de  discriminant  impair  (');  et  soit  posé,  comme  d'or- 
dinaire, 

cp(j;,  y)  =  Dx-  +  ''.q'-i-y  +  py'- 

Le  système  considéré  peut  être  réduit,  par  une  transformation  ordi- 
naire du  premier  degré,  au  type 

(74)  // '  —  ^■^'  -  D  =-  o,         g  -  pg  --iq'^  G, 

et  nous  aurons  évidemment  le  droit,  si  ç(x',j^)  est  proprement  primi- 
tive, de  supposer  D  impair  et  p  pair. 

Cela  posé,  appliquons  au  système  ("4)  'î'  transformation  singulière 
du  premier  degré,  T,  dont  les  entiers  caractéristiques  sont  définis  par 
les  équations  (O.j),  et  qui  sup[>ose,  entre  les  périodes,  la  relation  sin- 

(')  Ou  iiiipaireinenl  pair. 
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gulicrc 

(75)  Mh-  -  --'  -  D)  4-  u.(  -  -pf:'  -  -iq')  =  ". 

Celle-ci  ne  change  pas  par  T,  ou,  plus  exactement,  se  change  on 

(7G)  X(H=-G(j'-D)-H  (jl(G -/^d'- 2y- >     :o; 

lie  iiièiiii'  la  relation 

(77  )  a'(/''-  .iTA''—  ^)  -  >■'<  A'  -  P^''  -  -'O  -^  O' 

où  A'  et   u.'  sont  les  entiers  qui   figurent  dans  les  formules  (  G.i  ).  se 
change  par  T,  en  vertu  de  formules  connues  (  '  ),  en 

I  uLi  H-  (i('.')  — 2/,y'll  -  aC 
j  ,    (        A'/j  (  A  A'  /-  -t-  2  /  U.IJ.'  —  au.) 

(78)    J        "^    '   j  +  DAa'='(/-  i)--D/jA/r-:?7  a'i,/—iM>a'^ />■>■'; 
J       —  1  >  [p  \i-^i-  —  !-«■' ( iJ^H^'  i^'  -f-  2 / >.A'  —  AA'  )  I 
I        -  /)aA''(  l—\f-T  •'.y'/.'[/-f-  au-'(^/—  '  )'  I  =  "• 

On  n'oubliera  pas  que  A'  jt  a  vérifient  la  relation 

(64)  AA'-t-aa=i. 

En  vertu  de  cette  relation,  le  système  (73),  (77)  est  aritlnnétique- 
ment  o(|ui\ aient  au  système  (74);  >'  «"^t  donc  propre,  et  il  en  est  évi- 
denimenl  de  même  du  systènio  transformé  (76),  (78),  comme  on  s'en 
assure  (railleurs  directement. 

l'(.ui  avoir  la  forme  binaire  V|(a:,7),  associée  à  ce  dernier  système, 
il  faut  ajouter  membre  à  membre  les  relations  (76)  cl  (78),  multi- 
pliées respectivement  par./  et^-,  et  former  rinvariant  de  la  relation 
singulière  ainsi  obtenue;  ou  trouve,  sans  autio  difficulté  que  la  lon- 
gueur des  calculs, 

j  •}(./■,»•)::=      /;(-a./  -l-rA>-)--2y\A./+/a'.»-;(-ax-(-/A'v) 
(/i>)    (  "        -t-D(xI--f-/.a»^-AH/>l)-<7'")v». 

(")  Ce  Journal.  >  série,  t.  VI,  p.  284. 
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On  peut  écrire  aussi,  en  développant. 

-+-  2x;>-/[DAijl'+  y'(aa'—  AA')  —  ysp-A  J 

+  y- 1  /-(D nl'-—  2 r/V a'+p  A'-) -  A-(/j  D  - q'-)]. 

72.  Calculons  le  discriminant  de  cette  forme.  A  cet  effet,  obser- 
vons que  la  forme  cp(x-, y),  c'est-à-dire  Dx- +  iq'xy  +  py-,  se 
change,  par  la  substitution  de  déterminant  —  i,  x- =  XX -f- a'Y, 
y  =  U.X  —  7/^  ,  en  la  forme  de  même  discriminant  : 


étant  pose 


AX^-^oBXV  +  CY^ 

A  =  Da-    -I-  2y'A|j.  -\-  piJ.-, 

B  =  D 'ku.'  -+-  q  (  \i.\i!  —  AA' )  —  />  iJ- A'. 

C^Du.'-  —  iq'k' ix'  -hp'k'-. 

Le  discriminant  de  -^(.r,  j')  s'écrit,  avec  ces  notations, 

A[/-C- A-^(/;D  -  </'-)]  -  /'n\ 
ou 

/^(AC  -  B^)  -  /r  A(/?D  -  r/^). 

D'ailleurs  AC  — B-  est  égal  au  discriminant,  ( pD  —  q"'),  dezi(x,y), 
et  comme  on  a,  en  vertu  de  (63), 

/-- A^\  =  i, 

on  voit  cjue  le  discriminanl  de  '\{x,  y)  est  é^al  à  celui  de  o(x,  y). 

Je  dis  maintenant  que  la  forme  '\i  est  primitive  (proprement  ou 
improprement).  Car,  pour  qu'elle  ne  le  fût  pas,  il  faudrait  que  les 
coefficients  de  '^i,  à  savoir  A,  B/  et  Cl-  —  k-( pD  —  q"-)  eussent  un 
facteur  premier  commun,  f/,. 

Ce  facteur  diviserait  dès  lors  le  discriminant  /*  D  —  q'-,  et,  par  suite, 
serait  commun  à  A,  B/,  C/^  :  comme  il  ne  peut  diviser  /,  à  cause  de  la 
relation  /-  —  A-'A  =  i ,  il  diviserait  nécessairement  A,  B,  C,  et  la  forme 
o(x-,j-)  ne  serait  pas  primitive,  contrairement  à  l'hypothèse  initiale. 
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D'ailleurs,  si  o  est  proprement  pi  iiiiili\e,  i/peulèlie  iiiipiopiciiieiit 
primitive,  et  inversement. 

73.  La  forme  •\{x^y^  est  du  même  genre  f/iie  la  forme  o(  x^y). 
Pour  le  démontrer,  observons  dabord  que,  si  ^/,  désif,me  un  diviseur 
premier  impair  du  di-lerminaiit  q'-  —  pD,  on  a,  en  vertu  de  (79),  pour 
le  caractère  quadratique  de  ^  par  rapport  à  r/,, 

/  •}  \        /DX'+2y'XY  +  />Y'\ 
en  posant  X  =  \x  -+■  l\t-'y,  Y  =-  ulx-  —  /a'j';  c'est-à-dire 

Distinguons  maiiitrnaiil,  pour  achever  la  (léiiioiistration,  pliixieuis 
cas. 

I"  Si  le  (léli'rriiiiiaiil  y-  f>\)  est  de  la  forme  '|  N -4- i .  les  rela- 
tions (>>i<)  Millisi'iil  |H)in-  que  les  foiiiies  ç.  et  'l  appailii'niK'iit  au  iin'-mr 
genre; 

2"  Si  q'- —  pi)  est  de  la  rorine  4^-1-3,  o  et  .}/  sont  propremenl 
])rimilivos  ;  on  peut  alors,  comme  on  la  dit  au  n"  71,  supposer  D  im- 
pair cl  /)  pair  :  q'  est  alors  impair,  et  p  impairement  pair. 

Or,  en  faisant  j'  =  o,  x  =  i  dans  •\/(x,y),  on  obtient  le  immbre 
DX" -h  ay'Aiji. -i-/>[Jl'',  qui  est  également  représenté  par  la  forme 
cp(a',  y),  pour  x  =  'k,y=  u.. 

Si  donc  ce  nombre  est  iiiqiair.  c'est-à-dire  si  '/.  est  impair,  o  l't  .J/ 
pouvant  représeiilrr  un  mèiiir  iimnlue  impair  ap|)artieniient  encore  au 
même  genre. 

Six  est  jiair,  faisons,  dans  i/,  x  =  o,  ^- =  i  ;  nous  obtenons,  avec 
les  notations  du  unnuro  pn-cédent,  le  nombre  i'J-  —  /i\pD  —  q'). 
Or,  A  étant  pair,  a,  qui  lui  l'sl  premier,  est  impair;  A,  c'est-à-dire 
DX" -I- -2^' Ali. -f- /JUL-,  est  impaireini'iit  |)air,  ctunme/»;  et  l'équation 
P — À'A:=  !  exige  que  /  soit  impair  et  /r  pair.  Dès  lors,  le  nombre 
C/^ — /i-(^D — q'^ )  t'<[  coiii:i'ii,  sui\ant  le  nio(hile4,à  (",  c'est-à-dire 
à  D[x'^ — 2(/' A'ijL  -f- /»/  -,  nuiiiliic'  impair,  puis(jue  u.',  en  vertu  de 
XX'-f-  fxjx';=  I,  «'Si  impair.  Lo>  fui  mes  '^  et  ^  représentent  donc  rospec- 
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livoment  deux  nombres  impairs,  dont  la^difTérence  est  multiple  de  4? 
ce  qui  établit  encore  ciu'clles  appartiennent  au  même  g-enre  ('). 

74.  Réciproqunnrnt,  je  dis  que,  si  la  forme  primitive  ^  est  du  même 
genre  que^la  forme  o,  la  forme  /\'\  est  associée  à  un  système  de  deux 
relations  singulières,  déduit'du[syslème  initial  par  une  transformation 
singulière  du  premier  degré ;~ou  encore  qu'une  forme  é(]uivalente  à  ■]/ 
peut  recevoir  l'expression  (79). 

Nous  nous  appuierons  pour  cela  sur  la  belle  théorie  de  la  représen- 
tation d'un  nombre  ou  d'une  forme  binaire  par  une  forme  quadratique 
ternaire,  exposée  aux  Articles  280  et  suivants  des  Disqiiisitiones  (-). 
Soit  —  /,  A"A,  A|j.  une  représentation  propre  du  nombre  -h  i  par  la 
forme  j-  —  cp(x,  y)\  on  aura 

/- —  A-(Da- +  ay'Au. +  /)[x-)  =  I. 

A  cette  représentation  correspond  une  représentation  d'une  forme 
binaire,  de  déterminant  q-  —  pT),  par  la  réciproque  de  :;- —  0,  réci- 
proque qui  a  pour  expression,  avec  les  notations  de  M.  Bachmann, 

(81)  g(X,Y,Z)=pX--  zr/XY  -^DY-  -  (pD  -  q'')Z\ 

et  qui  est  égale  à  l'adjointe  de  :■-  —  o,  changée  de  signe. 

Pour  déterminer  la  forme  binaire  en  question,  on  doit  trouver  six 
entiers  a,,  p,,  y,,  a„,  [î,,  l'a,  vérifiant  les  équations 

(82)  a. p,-!3, «,=-/,        ^.y.-Y.|3.  =  Aa,       v.a,-a,Y,  =  A[iL, 


(')  Si  le  déterminanl  (/-  —  pD  est  impairenient  pair,  on  peut  supposer  D  im- 
pair, r/'  pair,  p  impairement  pair.  Si  ).  est  impair,  o  et  <!>  représentent  un  même 
nombre  impair  A,  et  appartiennent  au  même  genre.  Si  1  est  pair,  on  voit, 
comme  plus  liant,  que  /  est  impair  et  k  pair  :  dès  lors,  le  nombre 

est  congru  au  nombre  impair  G  suivant  le  module  8;  les  formes  o  et  'i,  qui 
représentent  ainsi  deux  nombres  impairs,  dont  la  diiTérence  est  multiple  de  8, 
appartiennent  encore  au  même  genre. 

(')    Voir  aussi  Bachmann,  Zahlentlieorie,  4"  Partie,  p.  70-89. 
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Cl  roii  ohliciil  la  foriiie  liinairc  cliercliée,  en  faisant,  dans  .T'(\,  \ ,  Z  ), 

i\  =  7.,X  -h  7.  A-, 
Y  ==?..; +3,j, 
(  Z  =Y,x-4-Y.;-. 

D'ailleurs,  à  toutes  les  solutions  de  (82)  correspondent  ainsi, 
par  (83)  el  (81),  des  formes  binaires  équivalentes  entre  elles  :  il  suffit 
dès  lors  d'avoir  une  solution  parliculièrc  des  équations  (82  j.  Ornons 
pouvons  prendre  : 


X,  ——  a, 

?.  =  A, 

Y(  =  o, 

et..  =        l'A', 

?.=  V, 

Ï.=  A-, 

ce  qui  donne,  dans  (83), 

X 

= 

—  u.x-h  l'K'y, 

Y 

= 

\x  ■+-  /u.'  V, 

Z  =  ky. 

et,  en  portant  ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  dans  (81  1,  nous  obtenons  la 
forme  biiiaiie 

(84)  ■  ^'^~  '"■  '  "^  ^"'^•^'*'  ~  ■^(/{h-x  ■+■  lay)  {—  U..C  ■+-  l'f.y) 

\  +  D(Ax -h  liJ.'y  )'- k^'ipU -ç'')y\ 

qui  est  [)récisément  le  second  iiii'inbre  de  (79). 

Comme,  d'après  (iauss,  toute  forme  binaire  de  détermiiuiiil 

r/^-pD, 

représentable  proprement  par  la  forme  ternaire  F,  est  équivalente  à 
une  forme  (^8}  ),  nous  avons  établi  cpie  : 

Toute  furnw  binaire  dr  dcterminant  (j-  —  pi),  rcprésenlahle 
proprement  par  la  forme  ternaire  (81  ),  est  associée  à  un  système 
de  deux  relations  singulières,  déduit  du  sy  stème  initial  par  une 
transformation  singulière  de  degré  un. 

Jourii.  lit-  Math.  ('.<•  série),  tome  IX.   —  l•a^c.  I,   ii|uj.  '7 
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Elle  est,  par  suite,  en  vertu  du  n"  75,  du  même  genre  que  la  forme 
initiale  Zi(x,y). 

Pour  établir  maintenant  la  proposllion  énoncée  au  commencement 
du  n°  74,  à  savoir  que  toute  forme  primitive 'K^jj^),  du  même  genre 
que  c^(x,  y),  est  équivalente  à  une  forme  (84),  il  suffit  d'établir  que 
']j(x,y)  est  proprement  représentable  par  la  forme  ternaire  (81). 

Or  nous  avons  vu  (n°  58)  que,  si  <p  et  ^  sont  du  même  genre,  les 
formes^'  —  <f(x,  y)elz-  —  vj;  (a;,  y)  sont  équivalentes;  leurs  adjointes 
le  sont  donc  également,  c'est-à-dire  que  les  deux  formes 

o(Y, -X)-(pD-^'»)Z^     et     .^(Y, -X)-(pD-5r'^)Z= 

sont  équivalentes,  et  dès  lors,  la  forme  '\'(x,  y),  représentable  propre- 
ment par  la  seconde,  l'est  également  par  la  première,  qui  coïncide 
avec  la  forme  ternaire  (81).  c.q.  f.   d. 

73.  En  résumé  : 

Si  (p  (x,  y)  est  une  forme  quadratique  binaire  positive,  primitive, 
de  déterminant  impair  ('),  nous  savons  que  tous  les  systèmes  de 
deux  7'elalions  singulières  qui  donnent  naissance  à  des  formes  de 
*la  même  classe  que  4  9  sont  réductibles  à  l'un  d'entre  eux  par  des 
transformations  ordinaires  du  premier  degré. 

Appliquons  maintenant  à  ce  système  une  transformation  singu- 
lière de  degré  un  ;  il  se  change  en  un  autre  système  singulier,  et  si 
4  '^  est  la  forme  binaire  associée  à  ce  nouveau  système,  les  formes 
(^primitives)  cp  e/  ij^  appartiennent  au  même  genre.  Réciproquement, 
si  \  est  une  forme  primitive  {proprement  ou  non)  du  même  genre 
que  o,  elle  est  associée  à  un  système  singulier,  qui  dérive  du  sys- 
tème initial  par  une  transformation  singulière  du  premier  degré. 

C'est  là  une  nouvelle  et  rigoureuse  démonstration  du  théorème 
énoncé  au  n"  65. 

76.  Passons  maintenant  aux  courbes  byperabéliennes,  et  soit  C 
celle  qui  est  associée  à  la  classe  4<p- 

(')  Ou  impairement  pair. 
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A  un  point  P,  de  C,  répondent  une  infinité  de  systèmes  de  périodes 
g,  /i,  g' ,  qui  vérifient  les  relations  singulières  initiales  /<"  —  gg'  =  D  , 
g — pg'=^  25^',  et  qui  sont  transformes  l'un  de  l'autre  par  une  trans- 
formation ordinaire  do  degré  un,  iialléranl  pas  l'ensemble  de  ces 
deux  relations. 

A  tous  ces  systèmes  de  périodes,  une  même  transformation  singu- 
lière du  premier  degré,  d'indices  /,  AX,  Aijl,  fait  correspondre  d'autres 
systèmes  de  périodes  G,  H,  G',  que  je  dis  être  équivalents  entre  eux, 
c'est-à-dire  ne  donner  qu'un  seul  et  même  point  modulaire  P'. 

Car  soient  G,  H,  G'  et  G,,  II,,  G',  deux  de  ces  nouveaux  systèmes, 
transformés  respectivement  des  systèmes  g,  h,  g'  et  g^,  h,,  g\  par  la 
transformation  T,  d'indices  /,  AX,  Au.;  désignons  par  S»  la  transfor- 
mation ordinaire  qui  fait  passer  de  ^if,,  //,,  g\  à  g,  h,  g'  :  la  transfor- 
mation TSo  fera  passer  de  G,,  II,,  G',  à  g,  h,  g';  et  comme  elle  a  pour 
indices  (n"  Giî),  aux  signes  près  de  /  et  de  A-,  les  indices  /,  Aa,-A-(jl 
d'une  transformation  qui  fait  passer  de  G,  H,  G'  à  g.  A,  g',  les  sys- 
tèmes G,,  H,,  G',  et  G,  II,  G'  sont  équivalents  (ihid.)  ('). 

Si  donc  C'  est  la  courbe  byperabéliennc  associée  au  système  de 
deux  relations  singulières  transformé  par  T  du  système  initial,  on 
voit  qu'à  un  point  P  de  C  répond,  par  T,  un  point  de  C',  et  récipro- 
quement; et  l'on  retrouve  ainsi  le  ibéorème  du  n"  5î)  : 

Considérons  les  classes  de  formes  quadratiques  binaires  ÏL,  'L\ 
S",  . . .,  posiiii'cs,  primitives,  de  même  déterminant  impair  ('),  qui 

C)  Classes  ambiguës.  —  Ce  raisonnement  ne  s'applique  pas  si  la  forme  9  est 
d'une  classe  ambiguë.  Supposons  par  exemple  que  celle  forme  soil  équivalente  à 
la  forme  Dx' -(-/))',  c'esl-à-dii  c  qu'on  ait  9'=  o;  les  relations  initiales  sont  alors 
réductibles  au  type  h- — gg'z=D,  ff=zpg',  et  les  deux  systèmes  de  périodes 
{g,  h,  g'),  (—  g,  h,  — g'),  qui  vérifient  ces  relations,  donnent  un  même  point 
modulaire  P  (note  du  n»  51).  Or,  si  S,  est  la  transformation  ordinaire  de 
degré  un  qui  l'ait  passer  du  second  système  au  premier  et  si  ï  est  une  transfor- 
mation sini;ulière  d'indices  /,  /.  > ,  A  jx,  la  transformation  TS,  a  pour  indices 
il,  T.AX,  — T,AX,  en  désignant  ±1  pare  etr,;  les  deux  systèmes  G,  H,  Cet 
G],  M,,  G',  que  T  fait  correspondre  aux  deux  systèmes  considérés  ne  sont  donc 
pas  nécessairement  équivalents;  el,  par  suite,  à  un  point  P  de  la  courbe  C,  la 
transformation  T  fait  généralement  correspondre  deux-  poinl>  nuiduUires  P'. 

(,')  Ou  im|)airement  pair. 
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appartiennent  au  même  genre  :  les  courbes  hyperabélicnnes  C,  C, 
C",  . . .,  respectivement  associées  aux  classes  42,  4 S',  . . .,  sont  géo- 
métriquement du  même  genre,  et  se  correspondent  point  par  point; 
ces  correspondances  univoques  sont  réalisées  par  des  transforma- 
tions singulières  du  premier  degré  ('). 

77.  Reprenons  Fensemble  des  transformations  sing^ulièresnon  équi- 
valentes de  degré  un  (n°  70);  leur  nombre  N  est  (ibid.)  celui  des  solu- 
tions non  équivalentes  de  Téquation 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'à  un  point  P  de  la  courbe  C,  associée 
à  la  classe  4^^)  ces  transformations  font  correspondre  N  points  modu- 
laires distincts,  dont  l'un  coïncide  avec  P  (n"  70).  Parmi  ces  N  points, 
les'uns  sont  sur  la  courbe  C  elle-même,  les  autres  sont  sur  les  courbes 
C,  C",  ...,  associées  aux  classes  4-',  4^")  ...  de  l'énoncé  ci-dessus. 

Pour  que  le  point  modulaire  déduit  de  P  par  une  transformation  T, 
d'indices  /,  AÀ,  Ap.,  soit  sur  C,  il  faut  que  T  change  le  système  de 
deux  relations  singulières  dont  dérive  C  en  un  système  donnant  une 
forme  équivalente  à  la  forme  4?,  liée  à  C.  La  question  revient  donc  à 
chercher  dans  quel  cas  la  forme  (|/(a:,  y),  définie  par  (79),  à  savoir  : 

^(^'JK)  =  D(Aa;-l-  /jjl'j)-—  iq'{\x  -{-  lii.'y)(—  [xx  -+-  l'k'y) 
-h  p(-  U.X  -h  l'kyy  -  k^ipD  -  q'^)y-, 

sera  équivalente  à  la  forme 

?(^5r)  =  Da;-  -+-  iq'xy  +  py-, 

et,  par  suite,  d'après  le  n°  74,  à  trouver  les  représentations  propres  de 


C)  Classes  ambiguës.  —  Si  le  genre  contient  des  classes  ambiguës,  la  courbe 
associée  à  lune  d'elles  coTres^ionà  point  par  couple  à  chacune  des  courbes  asso- 
ciées aux  classes  non  ambiguës  :  celte  correspondance  (1,2)  est  encore  réa- 
lisée, d'après  la  note  précédente,  par  une  transformation  singulière  du  premier 
degré.  Les  courbes  associées  aux  classes  non  ambiguës  ont,  entre  elles,  des  cor- 
respondances univoques. 
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la  lornif  z>(x,  y)  par  la  foriiic  ternaire 

;f (X,  Y, Z)  =  D.V -  2y'XY  +  /A'^ -  ( p\i      '/')Z'. 

Or,  si  Ton  applique  la  théorie  classique  de  Gauss,  on  trouve  (|u'clles 
se  déduisent  toutes  de  la  représentation  propre 

X  =  x,         Y  =  -7,         Z  =  o, 

par  les  transformations  en  elle-même  de  la  forme  -T. 

Kn  d'autres  termes,  en  vertu  de  la  réciprocité  entre  les  formes  z'  —  z> 
et  .j,  la  forme  'K-^'^)  ^^^^  équivalente  à  ^(x,y)  si  /,  A  A,  Ajx  est  une 
solution  de  Téquation 

/=- A--o(X,  a)  =  i, 

déduite  de  la  solution 

/  =  I,  AX  =  o,  A  u.  =  o. 

par  une  «les  transformations  en  elle-même  de  la  forme 
/- -  9(AA,  a  a). 

l)c  Miénie,  deux  formes  •}  et  ■]/,,  répondant  respectivement  aux 
valeurs  /,  AX,  Aa  et  /,,  A,  A,,  A,  [Jl,,  seront  éciuivalenles  entre  elles 
lorsque  la  solution  /,,  A.X,,  A,  |a,  de  l'équation 

-'- 9 (•^•)  .>■)  =  ' 

se  déduira  de  la  solution  /,  AX,  Aijl  par  une  dos  iransforniaii.iii-  .In 
premier  membre  en  lui-même,  et  réciproquement. 

Si  donc  on  appelle  solulic/is  foridanicnUilrs  de  l'équation 

(les  solutions  dont  on  peut  dé<luire  toutes  les  autres  par  les  transfor- 
mations .Ml  elle-même  de  la  forme  :;' -  ^(.r,  r),  on  voit  .pie  leur 
ii()ini)re.   //,  est  précisémenl  égal  à  celui  des  courbes  C,  C,  C 
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c'est-à-dire  au  nombre  des  classes  de  formes  de   même  genre  que 

?('^>r)(')- 

Enfin,  parmi  les  N  points  modulaires  que  font  correspondre  à  P 

toutes  les  transformations  singulières  de  degré  m/i,  il  y  en  a  -  sur  cha- 

iV 
cune  des  courbes  C,  C,  C",   ...,  qui  admet  ainsi-  transformations 

univoques  (-)  en  elle-même,  y  compris  la  transformation  unité. 

78.  Ces  résultats  s'étendent  sans  difficulté  aux  autres  cas,  et,  en 
particulier,  à  celui  des  formes  non  primitives. 

Par  exemple,  soit  S  un  système  initial  de  deux  relations  singulières 
donnant  naissance  à  une  forme  4?,  telle  que  cp,  après  division  par  un 

nombre  impair  Q,  soit  une  forme  ^  primitive,  de  déterminant  impair. 

Une  transformation  singulière  de  degré  un  change  S  en  un  système 
analogue,  S,,  qui  donne  naissance  à  une  forme  4?.  :  la  forme  cp,  admet 

le  diviseur  (î,  et  la  forme  |^  est  primitive,  de  même  déterminant  et  de 
même  genre  que  ^-  La  réciproque  est  vraie;  on  peut  donc  dire  que  si 

■^,  |i,,  ...  sont  des  formes  non  équivalentes,  primitives,  de  même 
déterminant  impair  et  de  même  genre,  les  groupes  de  courbes  hyper- 
abéliennes  associées  respectivement  aux  formes  4^^.  /(ûj',,  ...,  se 
transforment  les  uns  dans  les  autres  par  des  transformations  singu- 
lières du  premier  degré. 

Représentations  d' une  forme  binaire  par  la  forme  x'—  !iyz  —  \tu. 

79.  Nos  théories  générales  se  lient  étroitement  à  la  représentation 
d'une  forme  quadratique  binaire  positive  par  la  forme  à  cinq  variables 
x''  --  f\yz  —  l\tu. 

C)  On  suppose  que  ce  genre  ne  renferme  pas  de  classe  ambiguë;  s'il  en  est 
autrement,  il  est  aisé  de  modifier  les  résultais  du  texte. 

(^)  Et  involulives.  Car  le  carré  d'une  iransformalion  singulière  conduit  à  des 
périodes  reproduisant  le  point  modulaire  initial.  (Ce  Journal,  5'  série,  t.  VI, 
p.  324.) 
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Soit,  pour  fixer  les  idées,  o(x,y)  une  forme  positive,  proprement 
primitive  et  de  di-lerminant  impair  (');  proposons-nous  de  représenter 
proprement  /j^  par  la  l'orme  à  cinq  variables;  il  faut  pour  cela  déter- 
miner des  entiers  A,  B,  C,  D,  K;  A',  B' F',  tels  qu'en  posant 

X=  Bx-hB'j-, 

Y  =  A.X  -H  A'_>', 

Z  =  Cj:  -+-  C'y, 

T  =  Do^  H-  D>, 

U  =  Ex  4-  E'y, 
on  ait  idenli(juement 

4?(',r)  =  X— 4VZ-4TU, 

ce  qui  exige  que  B  et  B'  soient  pairs.  Pour  que  la  représentation  soit 
propre,  il  faut  ([ue  les  mineurs  d'ordre  deux  contenus  dans  la  matrice 

13,      A,      C,      D,      E, 
B',     A',     C,     D,     E 

n'aient  [)as  de  l'acteur  comnuin. 

On  peut  dire  dès  lors  que  \o  est  la  forme  associée  au  svslèmr 
propre  des  deuv  relations  singulières 


(S) 


A  -  4-  B//  4-  c -'  -+-  D^//^  -  gg)  H-  E  =  G, 
A  -  +  B7<  4-  G  g'  +  D'(//^  —  gg')  +-  E'  =  G. 


Cela  posé,  d'une  soluliou  pailioulière  A,  A',  ....  E,  E,  on  ru  d.duil 
une  infinili''  tl'autres  en  eirecluant  sur  les  deux  relations  précédentes' 
une  transformation  ordinaire  (juelconque  du  premier  degré,  car  («■Hi.- 
opération  n'altère  pas  (n"  Kî  )  la  forme  associée  au  système.  On  aura 
donc  une   nouvelle  solution  eu   remplaçant   A,   B,  C,  D,   E  par  les 

A|,  B,,  C,,  D,,  E,  donnés  par  les  formules  (3)  du  n"  I,  cl  A' E' 

par  les  expressions  homologues. 


(')  Ou  inipnireiiienl  pair. 
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Je  dis  qu'on  obtient  ainsi  toutes  les  représentations  propres  de  4  9 
par  la  forme  à  cinq  variables. 

Car  si  ji,  a,  y,  o,  £;  fl',  a',  .. .,  s'  est  une  solution  du  problème,  le 
système  propre 


(S') 


est  réductible  au  système  (S)  par  une  transformation  ordinaire  T  de 
degré  un,  puisque  ces  deux  systèmes  ont  pour  forme  associée  une  même 
forme  4?»  et  que  ç  est  proprement  primitive  et  de  déterminant  im- 
pair (  '  ).  Soient  alors  F  =  o,  F'  =  o  les  deux  équations  (S)  ;  O  =  o  et 
$'=  o  les  deux  équations  (S);  la  transformation  T  change  respecti- 
vement F  =  o  et  F'=  o  en  X$  -I-  A'$'=  o;  iji.$  -r-  u.'$  =  o,  les  entiers 
X,  [j.,  \' ,  \iJ  étant  tels  que  X[x'—  [jl>>'=  ±  i,  puisqu'un  système  propre 
se  transforme  en  un  système  propre.  Or,  par  hypothèse,  <:^{x,y)  est 
l'invariant  des  relations  x¥  +yF'=  o  et  ar$  -\- y<^'  =  o;  c'est  donc 
aussi  celui  de  la  relation  xÇhS^  -+-  V$')  -hy{  u.$  -h  [J-'O')  =  o,  trans- 
formée par  T  d'une  des  précédentes,  de  sorte  qu'on  a  identiquement 

?(*■' y)  =  'îO'^'  -+-  p-r-  ^'-^  -^  v-'y)- 

On  en  conclut,  en  admettant  que  o  n'appartienne  pas  à  une  classe 
ambiguë,  que  l'on  a 

X  =  a'  ^  ±  I ,  a  =  A'  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  relations  F  =  o,  F'=  o  sont  transformées  par  T  en 
•r,$  =  o,  v]$'  =  o,  la  quantité  yj  désignant  ±  i .  En  d'autres  termes, 
a,  .  .  .,  £  sont  donnés  (au  signe  près)  en  fonction  de  A,  B,  C,  D,  Epar 
les  relations  (3)  du  n°  1,  et  a',  ...,  z'  le  sont,  en  fonction  de  A', . ..,  E', 
par  les  relations  homologues.  c.  q.   f.   d. 

Des  raisonnements  semblables  s'appliquent  à  une  forme  quelconque 
de  l'un  des  types  49(-^»>')  ou  l\':f(x,  y)  -ir y-  :  d'une  représentation 


(')  Ou  impairement  pair. 
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propro  fie  celte  forme  par  la  forme  X*  -  ',YZ  — /|TU,  on  en  déduit 
une  infinité  d'antres  par  les  formules  (3)  du  n"  I,  c'est-à-dire,  en  réa- 
lité, par  les  transformations  en  elle-même  de  la  forme  à  cinq  variables 
indiquées  an  n"  2.  Nous  dirons  que  toutes  les  représentations  ainsi 
obtenues  forment  un  sy.in'-mr  de  représentations.  Cela  posé,  on  re- 
connaît immédiatement  qu'il  y  a  autant  de  systèmes  de  représenta- 
tions qu'il  y  a  de  systèmes  de  deux  relations  sinf^ulicres,  irréductibles 
l'un  à  l'autre  par  des  transformations  ordinaires  de  degré  i,  et  donnant 
naissance  à  une  forme  binaire  équivalente  à  la  forme  considérée. 
Ou  encore  : 

Le  nombre  des  courbes  liyperabéliennes  associées  à  une  classe 
de /ormes  binaires  posi/i\es,  de  l'un  des  types 

4<?(.r,>')     el     49(x-,7)-^^% 

est  égal  au  nombre  des  systèmes  de  représentations  propres  dr 
cette  forme  par  la  forme  X-  —  4  YZ  —  \  TU. 


TT-VilB» 
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INTÉGRATION    ALCÉBKIQt'E    DES    ÉQUATIONS    LINEAinKS.  l3r) 


Snr  riiilcgration  algébrique  des  é(jiiations  li/u'aircs 
et   les  périodes  des   intégra /es  (théliennes  ; 


Pau   m     II.    POIXCAUi: 


S  1.  —  Introduction. 

Le  présciU  Mémoire  est  le  dcveloppenieiil  d'une  .Noie  tjue  j'ai  |>iv 
seiilée  à  l'Académiedes  Sciences  en  x^'i'i  {(' oui  pl<:s  rendus,  l.  \C\  Il 
I  S8':5,  2'  !;enieslre,  |).  98 '^  ei  i  189). 

(^)uini<l  une  fonction  alji(''lni(jue  satisfait  à  une  ('•(|ualii)n  difTiTenlii'Il 
linéaire  à  coeflicicnts  ralioiniels,  les  intc^Males  aliélieniies  jouissent  d 
certaines  [ii'o|iriétés  curieuses  et  il  y  a  entre  leurs  |iéri(Kle>  (|uel(|U"' 
relations  intéressantes. 

(  )ii  i>l  (  ciinlnil  rii  passant,  à  ce  résultat,  «piélant  donné  un  f^^roup 
liiii  II  (pakoïKpie,  on  peut  toujours  trou\er  (^sauf  un  iioinlire  (in 
(re\ce|»tions  )  un  j;roupelLni  de  substitutions  linéaires  isoinorpliesà  11 
et  dont  les  coefficients  soient  entiers. 

\I.  l'rolienins,  en  189C)  et  dans  les  anné'es  >uivanle>.  a  publié  un 
série  de  .Mémoires  sur  les  caractères  des  groupes.  Ses  résultats  peuvenl 
être  utilement  appli<piés  à  la  (piestion  (|ui  nous  occupe  el  je  crois 
devoir  les  rappeler  rapidenniit  :  Je  prolile  d'ailleurs  de  l'occasion  pour 
les  rapprocher  d'aulre-i  residlals  (d)tenus  par  M.  (tartan  et  pour  faire 
\oir  combien  les  théories  de  ces  deux  savants  mathématiciens  s'éclaireiii 
mutuellement. 

Jourii.  de  Malli.  (5*  série),  luinc  1\.  —   Vtsc.  Il,  ii>>>'i.  '9 
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§  -2.  —  Intégrabilité  algébrique  des  équations  linéaires. 
Soit 

une  équation  linéaire  dont  les  cocfticieiUs  P,^  sont  des  polynouK^s  en- 
tiers. Supposons  (|ue  l'intégrale  générale  de  celle  équation  soit  algé- 
brique et  soit 

(o)  O(x,r)  =  o 

l'équation  algébrique  (pii  déliniteette  intégrale  générale.  Bien  entendu, 
ce  polynôme  0,  outre  les  variables  x"  et  y,  contiendra  /i  constantes  arbi- 
traires d'intégration  si  l'équation  (i)  est  d'ordi-e  //. 

L'équation  (i)  pourrait  être  intégrée  par  le  procédé  général. 
Posons 

■*■  =  ?(-)' 

où  9(-)  est  une  fonction  l'nchsienue  correspondant  au  groupe  t'ucli- 
sien  G. 

Si  cette  fonction  fuclisienne  est  convenablement  elioisie  (et  cela  peut 
se  faire  d'une  inlinité  tle  manières),  y  sera  une  fonction  zétafuclisienne 
de^. 

So'icnly,,  y.^,  . .  .,y„  des  intégrales  de  (i)  au  nond)re  de  n  et  linéai- 
rement indépendantes.  On  aura 

y,  =  l,(z),        y,=  L,(z),         ...,         r„  =  r„(^), 

les  'Ç  étant  des  fonctions  zétafnclisiennes.  (^)uaud  ;  subira  une  substi- 
tution du  groupe  G,  les  '^-  subiront  une  substitution  linéaire  apparte- 
nant au  groupe  H  de  ré(juatiou  linéaire  (i).  Le  groupe  H  sera  donc 
isomorphe  à  G. 

Mais  ici  l'intégrale  générale  étant  supjjosée  algéi)ri(jue,  le  groupe  H 
sera  LVordic   fini,   de   sorte  que  l'isomorpliisnie  sera   mërit'dri(jiu'. 
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l'ariiii  toutes  les  sulislitiilioiis  de  G,  il  y  en  aura  donc  rpii  coiri^spou- 
ilront  dans  II  à  la  substitution  idcnticjuf.  L'onscnihlo  de  ces  sul)slilu- 
lions  formera  un  groupe  Cî'  (jui  sera  un  groupe  fuclisien  et  qui  sera  un 
sous-groupe  invariant  du  groupe  G.  Le  groupe  G  n'est  donc  pas 
simple. 

Ce  groupe  fuclisien  G'  engendrera  un  système  S'  de  fonclirms  fucli- 
siennes;  il  est  aisé  de  voir  (pic  le  système  S'  contiendra  le  svsième  S 
des  fonctions  fuclisicnnes  engendrées  par  le  gidu|ie  G  ;  (pie  x  et  y  ou 
toute  fonction  rationnelle  de  x  et  de  r  est  une  fonction  fuclisienne  du 
système  S  .  Il  en  est  de  nirnic  di'  toulr  fonction  latioim.-llf  de  x,  >-,, 
y--, y„- 

J'ai  dit  (pie  le  polynôme  0  contenait,  outre  les  vaiialiles  .;•  et  \-,  di-s 
constantes  arbitraires  d'intégration.  Selon  les  valeurs  ipie  l'on  atlii- 
hucra  à  ces  /i  constantes,  trois  cas  pourront  se  jjrésenter  : 

I"  Ou  hien  les  diverses  délenninations  de  la  fonction  algélni(pie  \ 
pourront  s'exprimer  linéairement  à  l'aide  de  m  d'entre  elles,  le 
nombre  m  étant  <  // :  pur  euiisé<|ueiii.  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (  i  )  n'est  pas  une  combinaison  linéaire  des  diverses  déterminations 
de  la  (oiieiion  algébri(pie  t; 

■2"  ()u  bien  l'intégrale  générale  de  {i)  est  une  combinaison  linéaire 
des  diverses  déterminations  de  y;  mais  le  groupe  de  ré(piation  algé- 
brique 0(.r,  )')  ---  o  est  plusieurs  fois  transitif; 

'.i"  Ou  bien  enfin  l'intégrale' générale  de  {] )  est  une  combinaison 
linéaire  des  diverses  déterminations  de  ^-  et  le  groupe  de  ré(pialiou 
algébri(pie  0  =  o  est  simplement  transitif. 

Soient  y,, y.. y„  un  système  de  n  intégrales  de  (  i  i  linéairement 

indépendantes. 

Posons 

//  =  a,  r,  -1-  x,»v.  -)-. .  .-h  <i„y„. 

l'aisons  décrire  à  ./•  un  contour  ferme  ipielcduque;  r,.   \    i 

subiront  une  transformation  linéaire  T,  à  savoir  celle  des  lran>f<u-ma 
tions  du  gi(>u|)e  II  (pii  corres|)niid  à  ce  contour:  \os y  se  cliangeronl 
donc  en  V  ,.  r', r„.  et  //  se  cbangera  en 

u'  =  oc, y,  -f-  OL.y..  -h. .  .-^  «»/«• 
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Peul-il  arriver  ([uf  //'  soit  i(ifiiii(|ii(>  à  //?  ].o>  >-'_?onl  di\s  fonctions 
linéaires  desj-;  on  aura  donc 

;/'=  3,  \-,  -+-  3._\-2  +  . . .-}-  ^„_}-„, 

les  !3  étant  des  fondions  linéaires  des  a.  Pour  qire  u  =  u  ,  il  faudrait 
que 

x,=  3,.  a,=  ^, y.n='^n- 

Cela  peut  arriver  [tour  certaines  valeurs  des  a,  mais  ces  relations  nr 
peuvent  être  satisfaites  identiqueinenl,  fjuels  <|ue  soient  les  a,  à  moins 
(|ue  l'on  n'ait 

y,=y<^     y,=y^^      ••-.     y,.=r-n 

c'est-à-dire  (jue  la  transformation  linéaire  T  ne  se  réduise  à  la  substi- 
tution identi(|ii(\ 

Ainsi  u'  sei'a  dilVorent  de  //,  à  moins  cjuc  les  //  ne  satisfassent  à  un 
système  X  de  relations  algébriques. 

Soient  T,,  T^,-...,  T^  les  transformations  non  identiques  du 
groupe  H;  elles  sont  en  nombre  liiii;  à  chacune  d'elles  correspond  un 
système  de  relations  algébriques  entre  les  a.  Si  les  a  ne  satisfont  à 
aucun  de  ces  systèmes,  la  fonction  u  n'est  transformée  en  elle-même 
pai  aucune  des  transformations  T,  c'est-à-dire  que  si  x  décrit  un  con- 
tour fermé  et  que  u  revienne  à  sa  valeur  initiale,  la  transformation  T 
sera  identique  et  toutes  les  intégrales  i', ,  y.^,  . . .,  y„  reviendront  à  leurs 
valeurs  initiales. 

Or  II  est  une  fonction  algébri(pie  de  ./;,  susceptible  di'  phisiiMirs 
di'lerminalions. 

Si,  .;■  décrivant  un  contour  fermé.  Tune  de  ces  détermina  lions 
revient  à  sa  valeui'  initiale,  il  en  sera  de  même  de  v, ,>'.,,  ....  v„  et, 
par  conséquent,  de  toutes  les  autres  déterminations  de  //.  Donc  le 
groupe  de  la  fonction  algébrique  ;/  est  simplement  transitif. 

Nous  pouvons  donc  supposer  que  les  constantes  d'intégration 
aient  été  choisies  de  telle  sorte  que  le  groupe  de  l'équation  algé- 
brique 

(){x,y)^o 

soit  siniplcnimt  transitif. 
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Mais  pouvons-nous  loujouis  clioisir  los  a  de  telle  façon  (|in.'  l'inlé- 
}(iale  f^énérale  de  (i)  soit  une  combinaison  linéaire  des  diverses  (lél«  r- 
niinalions  de  //? 

Sii|>[ios()ris  (|n"il  n'en  soit  pas  ainsi,  le  noMd)re  des  dcti-rtninalions 
ii  m'ai  unir  ni  ini|i'|iendantes  de  //  =  — a,_y,  sera  ///  <[  //. 

Donc  »  satisfera  à  une  é(pialion  linéaire  (ror<lre  ///  à  coefficients 
rationnels.  D'ailleurs,  comme  r,,  v.,  ...,  i-„  reviennent  à  leur  valeui 
initiale  quand  //  revient  à  sa  valeur  initiale  f[)ourvu  (|uc  les  a  aient  été 
choisis  comme  je  viens  de  le  dire),  les  fonctions  ^',,  y.j,  . . .,  v„  seront 
des  fonctions  rationnelles  di'  ./■  et  de  //.  I  )onc  l'inli'fîi'ale  fiénérale  de  (i  ) 
sera  une  fonction  rationnelle  de  j:  et  de  rinté},Male  générale  d'une 
équation  d'ordre  moindre. 

.le  dirai  alors  que  l'équation  fi)  est  imprinu'lur. 

\(ius  supposerons  dans  ce  (pii  \a  ^ui\re  (pic  l'écpiation  (  \)  est  p/i- 
inili\c  et  (pie  les  constantes  aient  ét(''  choisies  de  telle  sorte  (pie  la 
fonction  algéljii(|ue  jk  admette//  déterminations  linéairement  indépcn- 
danles  et  (pie  son  grou[)e  soit  simplement  transitif. 

La  (juestion  de  l'iiitégrabilité  algébii(|ue  des  é(|uati(jns  linéaires  est 
liée  à  celle  des  groupes  linis  contenus  dans  le  groupe  linéaire.  M.  Klein 
a  résolu  complètement  la  (pieslion  en  ce  qui  concerne  le  deuxième 
ordre.  M.  .lordan,  dans  le  Tome  84  du  .loitrnal  tir  (rcllf,  puis  dans 
les  Mcniai/rs  dt;  l' Académie  de  Xaplcs,  a  donne  une  méthode  géné- 
rale pour  la  recherche  des  groupes  finis  contenus  dans  le  groupe 
linéaire  et  a  appliijué  sa  méthode  au  troisième  ordre. 

l  ne  (piestion  se  pose  toutefois.  Ltanl  donné  un  gioujie  iini  contenu 
dans  le  groupe  linéaire  à  /i  variables,  e\iste-t-il  toujours  une  équation 
liiii  aire;  du  //'"""■  ordre  intégrable  algébricpieiuent  et  correspondant  à 
ce  groupe?  Cette  (jucstion,  comme  on  devait  >  v  attendre,  doit  être 
résolue  alTiiniativement. 

Disons  (piehpies  mots  d'abord  de  la  constitution  des  groupes  discou- 
linns.  .le  suppose  un  groupe  discoutimi  d<Ti\é  d'un  nombre  fini  /)  de 
sni)>lilul  ions  fondamentales 


<  >n  obliciidra  toutes  les  subililulioii>  de  ci-  groupe  en  <  ombinanl  ces 
/)  snbslitulious. 
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A  cliacunc  de  ces  conihinaisons 

S«.  Cai  Coc,, 
/    ^i   ^/i    •  •  •  ) 

OÙ  a,,  y./,,  y./,  soiil  des  eiiLiers  posilifs  ou  négalifs,  correspondra  iiin' 
subslitulion  du  groupe,  mais  loutes  ces  combinaisons  ne  sont  pas  lou- 
jouis  disLinclcs.  Il  peut  y  avoir  deux  de  ces  combinaisons  (jui  seront 
identiques,  auquel  cas  il  y  auia  une  île  ces  cond)inaisons  (pii  se  réduira 
à  la  substitution  idcnticpic. 

i.    On  aura  donc  un  certain  nombre  de  relations  tic  la  l'orme 

(3)  S^S?'S^"...=  .. 

Ce  sont  /es  relations  de  slructm-e  du  groupe. 

Toutes  ces  relations  ne  sont  pas  distinctes;  elles  j)euvent  toutes  se 
déduire  d'un  certain  nombre  d'entre  elles  que  Ton  appelle  relations 
fondamentales.  Je  renverrai  pour  plus  de  détails  au  §  5  de  mon 
Mémoire  Sur  les  groupes  fuchsiens  (Acta  malhenialica,  t.  I). 

Quelles  sont  pour  un  groupe  fucbsien  les  relations  de  structure  et 
en  particulier  les  relations  fondamentales?  Je  me  bornerai  à  rappeler 
le  résultat  que  j'ai  obtenu  à  la  page  iG  du  Mémoire  cité.  Décomposons 
le  demi-pian  en  polygones  générateurs  R„,  R,,  . . .,  R^,  . . .;  à  cbacun 
des  côtés  de  W^  correspondra  une  substitution  du  groupe  fucbsien,  de 
telle  sorte  que  les  substitutions  qui  correspondent  à  deux  côtés  conju- 
gués soient  inverses  l'une  de  l'autre.  A  cliaque  côté  de  R^  nous  ferons 
correspondre  la  même  substitution  qu'au  côté  correspondant  de  R^. 

Décrivons  un  contour  fermé  cpii  traverse  nécessairement  les  ré- 
gions R,,  Rj,  .  .  .,  Ryj  et  en  sort  par  les  côtés  C,,  Cj,  .  .  .,  Q  auxquels 
correspondent  les  substitutions  S,,  S^,  . . .,  S/,;  nous  aurons  alors 

S,So...S^=i, 

et  nous  obtiendrons  ainsi  toutes  les  relations  de  structure  du  groupe. 

l'our  obtenir  toutes  les  relaliojis  fondamentales,  il  suffira  de  décrire 
des  contours  fermés  inlinitésimaux  autour  des  divers  sommets  de  R„. 

Les  divers  somiiicts  (run  même  cvcle  domieniul  d'ailleurs  la  même 
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relalion,  di'  sorti'  ([iiil  v  :iuni  jiutaiil  de  ivlalioiis  fondamciilal.-s  .ni.- 
do  cycles. 

A|i|ili(|U(jiis  celte  rè},de  à  un  L^oiipc  fiiclisieii  du  j^enrc  o.  Soient 

les  -ip  -+-  2  soinmclsdu  poly-^one  K„.  Le  côté  a,a,-^,  =  C,  sera  conjuf,'u«'- 
du  côté  S,,3, . ,  =  C;  et  la  substitution  S,  transformera  C,  en  C^.  Les  soni- 
iiirts  loiiiHTonl  p  -h  1  cycles,  à  savoir 

a„,      7./^,.      a,3„      ...,      a/,3^,      y,^,, 

et  je  supposerai  que  la  sonunc  des  anjjles  des  sommets  de  ces  cycles 
soit  res[)ectivement 

2  71  O.T.  o.t:  2-  2- 

«0  «I   '  «,  '  '  llp'         /lp  +  ,  ' 

Alors  les  rrlations  foiKlaïuciitales  correspondant  à  ces  différents 
cycles  seront 

(i)     s-=.(s.s„-')",  =  (s,s;')"=  =  ...=  rs,s;j".=  s;r'=.. 

('.«•la  posi-,  quel  rapport  y  a-t  il  entre  les  relations  de  structure  dr 
<liii\  ■,'roupes  isomorphes?  Il  est  clair  que  si  risomorpliisme  est  lioloé- 
drupie  les  relations  seront  les  mêmes;  mais  si  l'isomorpliisme  est 
mériédriipie  l'un  des  deux  p^roupes  aura  toutes  les  relations  de  struc- 
ture (le  l'autre  et  en  admettra,  en  outre,  encore  d'autres.  Héciproque- 
inrut,  cette  condition  est  suffisante  pour  (jue  les  deux  «groupes  soient 
niériédriquemenl  isomorphes. 

Ola  posi'-.  soit  II  un  groujjc  d'ordre  fini  continu  dans  le  i,'roupt: 
linéaire;  sup|iosons  (pie  ce  groupe  soit  dérivé  dey»  -f-  i  substitutions 


Ce  groupe  étant  d'oidii'  liiii.   um-  (picKonque  de  ses  substitutions 
sera  d'ordre  lini. 

(<e  sera  le  cas.  en  |)arli(iili(  r,  |)our  les  substitutions 
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Il  existera  donc  des  enliers  //„.  ii "y.+  i-  f'"'^  'pi'" 

(\his)    s-=(S,s;)".=^s,s//'==...=(S^s;_,)''.-(s^'/v^.=  i. 

Ces  relalions  ne  seront  d'ailleurs  pas  les  seules  relations  de  structure 
du  groupe  II. 

Cela  posé,  nous  pouvons  construire  un  polygone  fuchsien  R„  de 
genre  o,  de  telle  façon  que  les  .sommes  des  angles  des  sommets  des  diffé- 
rents cycles  soient  respectivement 

(5)  ^,    ^,     ••-     ^- 

Soit  (î  le  groupe  l'uclisien  correspdudanl.  Ses  substitutions  fonda- 
mentales So,  S,,  ...,  S/,  satisferont  aux  relations  (4)  q'ii  seront  ses 
seules  relations  fondamentales. 

Donc  le  groupe  II  admettra  les  mêmes  relations  de  structurr- 
que  G  et  encore  d'autres;  donc  H  est  niériédrifjuemenl  isomorphe  à  G. 
Il  existera  donc  dans  G  un  sous-groupe  fuchsien  G'  formé  des  substi- 
tutions de  G  auxquelles  correspond  dans  II  la  substitution  identique. 

D'un  autre  côté,  reportons-nous  au  paragraphe  .ï  du  Mémoire  :  Sur 
les  fondions  zétafiichsicnnes  {Acta  matheniaiica,  t.  V),  nous  ver- 
rons que,  le  groupe  G  étant  de  la  première  famille  et  le  groupe  H  con- 
tenu dans  le  groupe  linéaire  à  n  variables  étant  isomorphe  à  G,  nous 
pouvons  construire  n  fonctions  zétafuchsicnnes 

U^).   :.(^> -(^) 

(jui  subissent  une  substitution  linéaire  du  groupe  H  quand  la  variable  :; 
subit  la  substitution  correspondante  du  groupe  fuchsien  G.  Ces  fonc- 
tions "Ç  sont  en  même  temps  des  fonctions  fuchsiennes  admettant  le 
groupe  fuchsien  G'.  Si  donc  on  pose 

y  va  satisfaire  à  une  relation  algébrique 

(2)  0(.r,7)  =  o 

et  à  une  écpiation  dillérenlielle  d\)rili'c  //  à  coefllcienls  rationnels. 
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Ainsi,  à  la  question  posée  plus  haut,  on  doit  faire  une  réponse  affir- 
mative; on  peut  même  remarquer  qu'elle  comporte  une  infinité  de 
solutions  dépendant  d'un  grand  nombre  d'arbitraires  : 

1°  On  peut  choisir  de  plusieurs  manières  dans  le  jirroupc  II  les  sub- 
stitutions auxquelles  on  fera  jouer  le  nMe  de 

S       S        S  s  • 

'2°  Il  y  a  une  infinité  de  polygones  R„  de  genre  o  et  de  2/?  +  2  som- 
mets tels  que  la  somme  des  angles  des  différents  cycles  admettent  les 
valeurs  (5).  Il  reste  encore  p  —  i  arbitraires,  et  c'est  ce  que  je  puis 
traduire  en  disant  que  je  peux  choisir  arbitrairement  lesp  -H  2  points 
singuliers  de  la  fonction  algébrique  définie  par  l'écjuation  (2)  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  ceux  de  l'équation  linéaire  (i). 

Soit  m  le  nombre  des  déterminations  de  y,  ce  sera  en  même  temps  le 
degré  en  y  de  l'équation  0  =  o  et  l'ordre  du  groupe  H.  Je  désigne  par  y 
le  genre  de  la  relation  (2). 

Proposons-nous  de  calculer  q.  La  surface  du  polygone  R^  sera 


V         "0        "t  "pj 


Soit  Ilj,  le  polygone  générateur  du  groupe  G';  sa  surface  sera  évi- 
demment 

■2-m  (p ' '- . .  . '—]  =  2T.m  ( p  —  y  —  ]- 

On  aura,  d'autre  part, 

V   -t-  I  Il 


2v  étant  le  nombre  des  côtés  de  R^  et  u.  le  nombre  de  ses  cycles. 
D'un  autre  côté,  la  surface  de  R'„  sera 

..(v-,-Vi), 
en  supposant  que  la  somme  des  angles  des  u.  cycles  soit 

2  7-.  .'.r.  jtT. 

«l  »i  '  '        ='11 

/ourn.  de  Malh.  (5'  série),  tome  IX.  -  Kasc.  II,  njo3.  2C 


i48  n.  poi.NCAuÉ. 

Or  V  =  [i  —  I  +  2ç,  nous  pouvons  donc  écrire  pour  cette  surface 

L'autre  expression  peut  de  même  s'écrire 
Donc 

(0)     ».[-=+2:('~0]=h--^-2:('-i)]- 


Considérons  un  des  cycles  de  U„  dont  la  somme  des  an^^les  sera  — 

Soit  A  l'un  de  ses  sommets;  envisageons  les  difîérents  transformés 
de  A  par  les  substitutions  de  G. 

Considérons  ceux  de  ces  transformés  qui  sont  intérieurs  à  R^  ou  qui 
sont  des  sommets  de  R„;  ces  derniers  se  répartissent  en  cycles.  Soit  B 
un  de  ceux  qui  sont  intérieurs  à  R^.  Observons  que  RJ,  peut  être 
décomposé  en  1»  polygones  congruents  à  R„  et  que  j'appellerai 

(7)  1^0^    R ,    >i«.-.. 

chacun  d'eux  étant  transformé  de  Ro  par  une  des  substitutions  de  G. 

Si  nous  envisageons  ceux  de  ces  polygones  qui  ont  un  sommet  en  B, 
nous  voyons  que  ce  sommet  est  homologue  à  A  ou  à  un  des  sommets 
du  cycle  auquel  appartient  A  et  que,  parmi  ces  polygones,  il  y  en 
aura  n,  pour  lesquels  ce  sommet  sera  homologue  à  A.  Il  y  aura 
donc  /?,  substitutions  de  G  qui  changeront  A  en  B. 

Soit  mainlcnanl  C  un  transformé  de  A  qui  soit  un  sommet  de  RJ,  et 

soit  —  la  somme  des  angles  du  cycle   auquel  appartient  C.  Parmi 

les  m  substitutions  qui  changent  R„  en  l'un  (le<  polygones  (7),  il  y  en 

aura  alors  —  =  Û^  qui  changent  A  en  C,  ou  un  des  sommets  du  même 
«*•       '      ^ 

cycle. 

D'où  il  suit  d'abord  que  /«,  est  divisible  par  a^. 
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Convenons  alors  de  prendre  pour  le  point  B 

nous  aurons 

(8)  ^%  =  n', 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  points  tels  que  B  et  C.  Et,  en 
effet,  chacune  des  m  substitutions  qui  clianij^cnl  n„  en  l'un  des  poly- 
gones (7)  change  A  en  l'un  des  points  B  ou  C. 

Remarquons  que  chaque  cycle  de  Kj,  ne  devra  être  représenté  qu'une 

fois  dans  la  somme  V  ^/,,  même  si  plusieurs  points  C  appartiennent  à 

ce  cycle. 

Toutes  les  considérations  qui  précèdent  et,  en  particulier,  les  rela- 
tions (6)  et  (8)  s'appliqueraient  à  un  sous-groupe  quelconque  de  G. 
Mais  il  y  a  ici  quelque  chose  de  plus,  car  G'  est  un  sous-groupe 
iniari(i/it. 

Il  en  résulte  qu'une  substitution  quelcontpie  de  G  change  R],  en  un 
polygone  équivalent.  Reprenons  alors  notre  point  A  et  ses  transfor- 
més IJ  et  C.  Soient  C  et  G'  deux  de  ces  transformés  appartenant  à 
deux  cycles  diiïérents  de  R^. 

Il  V  aura  une  substitution  de  G  (lui  changera  G  en  G'.  Soit  —  et  -^ 

la  soinuio  des  angles  des  deux  cvcles  correspondants.  Qii  est-ce  que 
cela  veut  dire?  Cela  veut  dire  (pie,  parmi  les  substitutions  de  G',  il  y 
en  aura  une  qui,  an  point  de  vue  non  euclidien,  pourra  être  regardée 

comme  une  rotation  duii  ani.de  "  autour  de  G;  donc,  le  sous-groupe 

■X 

étant  invariant,  la  rotation  d'anirle  --  autour  de  G'  devra  appartenir  à 

G'  ;  de  inèmi\  la  rotation  d'angle     ''  anloiir  di-  (  '.  di'vra  appartenii-  à  G'. 

(^-ela  n'est  possible  que  si  a  =  a  . 

Supposons  maintenant  (]iie   l'un   des   transformés  de   A    soit    un 

point  15.  Alors,  la  rolalioii  d  angle  —  autour  de  B  appartiendra  à  G'; 

mais  comme  B  est  intérieur  au  polygone  générateur  de  G',  cela  n'est 
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possible  que  si  cette  rotation  se  réduit  à  la  substitution  identique,  c'est- 
à-dire  si  a  =  I . 

Deux  cas  seulement  sont  donc  possibles  : 

1°  Ou  bien  aucun  des  transformés  de  A  n'est  intérieur  à  Rj,;  dans 
ce  cas,  tous  les  a^  sont  égaux  entre  eux,  de  même  que  tous  les  P^;  si  A-, 
est  le  nombre  des  cycles  correspondants,  on  aura 

et,  pour  les  cycles  correspondants, 


2°  Ou  bien  quelques-uns  des  transformés  de  A  sont  intérieurs  à  R,, 
tous  les  a  sont  égaux  à  i ,  de  sorte  qu'on  a,  pour  les  cycles  correspon- 
dants, 


Nous  distinguerons  donc  parmi  les  cycles  de  R„,  c'est-à-dire  parmi 
les  termes  du  premier  membre  de  (6),  deux  cas  : 

1°  Dans  le  premier  cas,  ou  [3^=  77»  0.^= ,  on  aura,  en  étendant 

la  sommation  aux  cycles  correspondants  de  RJ,, 

2('-i)-'H^-'i)  =  E-"*' 

2°  Dans  le  second  cas,  où  a.;^=  i,  ^^^  «,,  on  aura 

Or  la  relation  (6)  peut  s'écrire 

-2m-2[2(i  -7-)-  '"('  ~  i)]  =  '^  ~  '■' 
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nous  aurons  donc 

(9)  m[-.4-2(.-^)]=2?-a, 

les  ^  étant  des  entiers. 

Discutons  celte  relation  à  laquelle  nous  aurions  peul-rire  pu  par- 
venir plus  rapidement  par  des  considérations  sur  la  division  réj^ulière 
des  surfaces  de  Riemann. 

Dans  le  cas  de  5»  =  o,  le  second  membre  sera  négatifct  nous  devrons 
avoir 

Dans  le  cas  de  q  =  1,  le  second  membre  sera  nul  et  nous  de^Tons 
avoir 

Dans  le  cas  de  (^  >  1 ,  le  second  membre  sera  positif,  mais  comme  /// 
est  un  entier  plus  grand  que  i,  nous  devrons  avoir 


2('-s)S'-.-^"i'/ 


Kn  tout  cas  ^^ (  i  —  3  )  est  limité;  les  ^  sont  des  entiers;  nous  pou- 
vons laisser  de  côté  les  termes  pour  lesquels  ^  =  i  et  qui  sont  nuls. 

Donc  P  est  au  moins  égal  à  i ,  de  sorte  que  1  —  5  est  compris  entre  - 
et  I. 

Soit  p  le  nombre  des  termes  de  la  somme  ^  (  1  —  ^  j.  on  aura 

Dans  le  cas  de  ç-  =  o,  on  aura  donc 
c'est-à-dire  p  ^  i ,  2  ou  3. 
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D'autre  part, 

Donc  p  ^  2  ou  3.  Si  p  ^=  2,  on  a 

I         I   a 

équation  qui  n'admet  d'autre  solution  que 
?,  =  ?.  =  /», 
si  l'on  observe  que  l'équation  (8)  exige 


Si  p  =  3,  on  a 


I         I         1  ^ 

Pi  p2  i-'j 


<|ui  admettent  comme  solutions 

^,  =  [i,=.2,         |3,  =  2,         ^,=  3,         [^3  =  3,  i  ou  5. 

On  retrouve  ainsi  les  groupes  connus  de  Klein  et  on  n'en  trouve  pas 
d'autres. 

Dans  le  cas  de  5^  =  i ,  on  a 

d'où  p  ^  3  ou  4)  ce  qui  donne  les  solutions  coimues 

p.  =  2,         !3,  =  3,         %  =  6,         ?.  =  2,         %=%  =  .\, 

Dans  le  cas  de  y  >  i ,  on  aura 
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cl  p  >  2;  avec 


d'où 

29  —  2 

(d'où  d'abord  p  >  2). 
Or 


•2  ^  =  ?  -  '-^ 


?</«,         d'où  VI>1, 

(loù 

■ <  P  —  2, 

ce  qui  (li)imc'  une  limite  inférieure  de  m. 

Or  nous  avons  vu  plus  haut  que  [3  est  un  diviseur  de  m  et  égal 
.  '"  ,         . 

a  j-,  notre  équation  peut  alors  s  écrire 

y]A-,+  2^  —  2  =  m(p  —  2). 

Soient  ;3,  le  plus  grand^des  ;3  et  S  la  somme  de  tous  les  autres  -,  on 
pourra  écrire 

1,20  —  2 

s-  +  — =  p  -  2  —  >, 

et,  comme  S  est  au  plus  égal  à  ^^^, 


^7  —  ^        P  — 3 
— :7, —  -^  ~r~' 


et,  n  fortiori,  puisque  p,  <  m, 

iÇ-t  ^  p-3 
P.      ^      2     • 

Si  p>3,  cette  relation  limitera   |3,   et,  par  conséquenl.   tous  les 
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autres  j3;  j'ajoute  qu'elle  limite  p,  car  elle  donne 

p-  3<2^-  I, 

puisque  P,^2. 

Si  p  =  3,  on  ne  pourra  avoir  p,  =  p,  =  2,  auquel  cas  on  aurait  S  =  i 
et,  par  conséquent, 

I        20  —  2 

Le  cas  le  plus  défavorable  est  donc 

%  =  i,        p,  =  3, 
d'où 


s  =  |- 

On  a  donc 

s<^ 

et,  par  conséquent, 

B,  ^       /«       -^  6 

ce  qui  limite  encore  [3,  et,  par  conséquent,  tous  les  autres  [i. 

En  résumé,  pour  un  genre  q  déterminé,  nos  groupes  H  se  ramè- 
neront à  un  nombre  fini  de  types. 

§  3.  —  Propriétés  des  intégrales  abéliennes. 

Reprenons  la  relation  algébrique 

(2)  ^x^,y)  =  o, 

dont  le  degré  est  m  et  le  genre  q. 

Toute  fonction  rationnelle  de  a;  et  de  j'  sera  une  fonction  fuchsienne 
de  -  admettant  le  groupe  G';  soit  maintenant 


(3)  /li(^-,7) 


dx 
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une  (les  (j  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  de  la  courbe  algé- 
brique (2);  ce  sera  une  fonction  uniforme  de  z\  cette  fonction  sera 
loujours  finie  et  elle  se  reproduira  à  une  constante  près  quand  -subira 
une  dos  substitutions  du  groupe  (1  . 

Si  donc  nous  appelons  cotte  fonction  K(:),  nous  aurons 

K('-S)  =  V^iz.)  -4-  (o. 
où  j'érris,  pour  abréger,  rS  au  liiu  do-;—-;»  la  substitution 

étant  une  des  substitutions  du  groupe  fuchsien  G'.  Quant  à  cj.  r  i>i 
une  constante  qui  n'est  autre  chose  qu'une  [)ériode  de  l'intégrale  abé- 
lienne  (il. 

A  chaque  substitution  de  Ci'  correspondra  ainsi  une  [lériode  de  (^3); 
mais,  bien  entendu,  pour  certaines  de  ces  substitutions,  celte  période 
sera  nulle.  Si  w  correspond  à  S  et  w'  à  S',  on  voit  «pie  to  -i-  w'  corres- 
pondra à  SS',  de  même  qu'à  S  S,  et  /»  co -h // w' à  S"'"  S'"- S"'»  S "' . . . . 

|)onrvii  (|iie    7  /?/,=  ///,  V  «,•=//. 

Soit  iMainteuant  aune  substitution  de  G  n  apparteniiul  pa-  a  G'.  Que 
sera-ce  que  K(-a)?  Ge  sera  évidemment  encore  une  intégrale  abc- 
lienne  de  première  espèce. 

Si  nous  changeons  z  eu  rS,  tt  se  changera  en  -Sî,  cl  il  viendra 

K(rS7)  =  K.(  TT)  H-  w'. 

co'  étant  la  |)ériode  de  k(c'7)  correspondant  à  S. 

Soient  alors  S,,  S^,  ....  S^^  les  substitutions  fondamentales  de  G  : 
soient  tu,,  to.,  .  . .,  w/j  les  périodes  correspondantes  de  K(  r  ).  w,,  w'^,  — 
tii\  celles  de  K(  st);  nous  aurons 

K  (rS,)  =  K.  (:;)  -i- to,-, 

Journ.  de  .\fnlli.  (5*  série),  l.mu'  1\.  —  l".i«r.  Il,  190J.  21 
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Si,  dans  cette  dcniièrc  équation,  je  change  ;  en  :g-',  il  vient 

K(jcr-'S,C7)  =  K{:)  +  co]. 

Or  Cl'  élanl  un  sons-groupe  invarianl  de  (1,  la  substitution  ^"'S,^^ 
appartiendra  aussi  à  G'  ;  d'où  il  suit  que  wj  est  une  condjinaison  linéain- 
à  coefficients  entiers  des  w,-. 

Ainsi  les  périodes  de  l'intégrale  abélicnne  de  première  espèce  K (s (t) 
seront  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  entiers  des  périodes  de 
l'intégrale  abélienne  de  première  espèce  K(::)  et  réciproquement. 

Introduisons  maintenant  les  intégrales  abélicnnes  de  seconde  espèce  ; 
ces  intégrales  seront  encore  des  fonctions  uniformes  de  z,  mais  elles 
admettront  des  pôles.  Soit  V{z,a)  une  de  ces  intégrales,  exprimée 
en  fonction  de  z;  elle  sera  définie  par  les  conditions  suivantes  : 

i"  Elle  sera  fonction  méromorplie  de  ;  dans  tout  le  cercle  fonda- 
mental; 

2"  Elle  admettra  comme  pôles  simples  les  points 

z  :^  a       et       z  ^  aS     (S  étant  une  des  substitutions  de  G'), 

et  elle  n'en  admettra  [)as  d'antres; 
3"  Le  résidu  de  la  fonction 

l\z,a) 

sera  égal  à  i  pour  le  jxMe  z  =  a: 

4"  On  aura  pour  une  substitution  S  quelconque  de  G  : 

(3)  l\z'S,a)^V(z,a)-^o(a), 

Z/(a)  ('lant  une  constante  ne  dépendant  (|ue  de  «;  de  telle  sorte 
qu'à  cliaijue  sul)stilution  de  (î'  corresponde  une  période  de  l'inté- 
grale P. 

Ces  conditions  ne  suffiraient  pas  pour  déterminer  P,  puisque,  si 
si  elles  sont  remplies  par  P,  elles  le  seront  par  P -i- K,  K  étant  une 
intégrale  de  première  espèce. 

On  peut  achever  de  définir  P  (à  une  constante  près)  en  s'imposant 
encore  une  condition  : 
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■)"  p  des  périodes  de  P  choisies  une  fois  pour  toutes,  et  rjne  j'iippel- 
leiiii  les  prriodi's  dr  prcniicre  sorte,  devront  être  nulles, 
l'.ludions  les  propriétés  de  ces  fonctions  V. 
(^ueis  sont  les  résidus  de  I'  jiour  ses  dillVreuts  juMes?  Soit 


^  =  -^i'h 


et  soit  A  le  résidu  <lr  l'  pour  le  pôle  c  =  «S.  Nous  aurons 

V(z^-\a)=  P(r,«)  -f-  9, (a), 

o,  (  '/  I  ('taul  la  période  (pii  correspond  à  la  suhslilulion  S~'  ;  et  pour  r 
li'ès  voisin  dr  //S,  le  pii'iiiii'r-  iiirmlire  sera  In'-s  voisin  de  .e_,_^  et  le 

'^eciuid  (II- :,  on  aura  donc  sensihli-menl 

3  —  ai) 

I  _        A 

jS~'  — n  ~  :  —  a'S) 


A  = 


if(aS>)' 


l.cs conditions  énoncées  i)lus  liant  suffisent  pour  déicriniinT  1'  à  une 
constante  prés,  car,  si  deux  fonctions  y  satisfaisaient,  elles  auraieni 
unMut's  pôles  et  mêmes  résidus;  leur  dilférence  D(-)  serait  partout 
Unie.  (  )n  aurait  d'ailleurs 

D(:;S)  -  D(r)  =  const. 

Diuic  l)(  ;~)  serait  une  intéjïrale  de  inemièr.'  espèce  et  comme  /»  des 
périodi's  de\iai.iil  être  indies,  celle  intégrale  se  ré.luirail  à  une 
conslanle. 

delà  posé,  johservc  que.  dans  la  relation  (  i),  ç.(  n  )  doit  èlre  une 
(onction  uniforme  de  a,  puiscpuN  (pnmd  on  se  donne  n.  la  fonction 
!'(-,  a)  est  entièrement  délernnin'-e  à  une  constante  près,  et.  par  con- 
sé(|uent.  la  diiVérence  V(z>,  <i  )  -  Wz.  <i  \  <Milièrcmenl  déterminée. 
De  plus,  (elle  fonction  est  toujours  finie,  puisque,  quel  que  soil  o.  il 
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suffit  de  donner  à  :;  une  valeur  différente  des  divers  points  aS  poui 
que  P(-S,  a)  et  P(-,  a)  soient  finis. 

Soit  maintenant  T  une   substitution   (juelconque   de  G'  et   consi- 
dérons 

P(r,  aT). 

Cette  fonction  admet  comme  pôle  le  point  a  S  avec  le  résidu  : 

On  aura  donc 

P(.,aT)  =  i^P(.,a)  +  const., 

et,  par  conséquent, 

P(>S,  «T)-  P(..,aT)  =  ii^[P(..S,  a)  -  P,  .-,«;| 
ou 

Considérons  maintenant  la  fonction   /  ^(^z)dz  =  G(:;  ). 

Remarquons  que  x  prend  la   même  valeur  pour  z  ^=  a    cl   pour 
;  ^  aT,  de  sorte  que 

dx  =  'K^T  )  rf(aT)  =  ■]^{a)da, 
d'où 

o(aT)(/(aT)  =  o{a)da 
ou,  en  intégrant, 

G(«T)  =  G  (a)  -I-  const. 

Donc  G(s)  est  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce. 
Soit  maintenant  a  une  substitution  de  G  n'appartenant  pas  à  G',  et 
cbangeons  a  en  rs  dans  la  relation  (3),  il  viendra  : 

(3a)  V{z'jS,a)  =  V{zrj,a)  +  o{a). 
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Or,  le  soijs-sjroiipe  (1  ùlaiil  iiiviiiiant,  on  aura 

tS  ^  S'cr, 

S'  a[i|iaili'iiaiit  aussi  à  (i',  (roi'i 

('i  bis)  IYcS't,  a)  =  P{z'7,  a) -h  ^(a), 

cv  (jiii  veut  (lire  (raboid  (|ue  la  période  de  l'iiiléj^rale  l'(;T,a;i|ui 
correspond  à  S'  est  égale  à  •'(a);  c'esl-à-dirc  (jue  les  périodes  de 
P(z7,  a)  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coeflicicnls  entiers  de  celles 
de  IN--,  a). 

.Nous  aurons  d'aulre  parL 

(;i  1er)  P(:S',a)  =  V(z,a)-i-''J(a). 

s'(a)  éiiiiil  la  |>ériode  correspondant  à  S',  étant  par  conséquent  une 
combinaison  linéaire  des  périodes  fondamentales  de  V. 
roMipaiiius  luaiiitenaiit  les  résidus  des  deux  fondions 

l't  j,  'i-j   '  ),      l'(  rT,  a) 

pour  le  pôle  r  =  rt'7~';  pour  r  vi)i>iii  de  ':i'7~\  ces  deux  ri)n(lion>  se 
réduiront  sensiblement  à 


(  )r  on  a  sensiblement  : 

■         ^  1  ^(a) 

cd  —  a         z  —  flfT-'(}/(aa~') 

On  aura  donc  sensiblement  : 

■Il'  veux  (lii.que  la  dillércncc  des  deux  membres  reste  finie;  comme 
cbacun  des  membres  est  une  intégrale  de  seconde  espèce,  la  dillé- 
rcncc devra  donc  être  une  intégrale  de  première  espèce.  Devons-nous 
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flirc  (|iip  relie  iiilûgralo  se  rédiiil  à  une  conslante?  Il  fiuidiail  pour  cela 
(jue  loules  les  périodes  que  nous  avons  appelées  de  première  sorte 
f'usscnl  nulles.  Supposons  donc  que  S  soit  une  substitution  qui  corres- 
ponde à  une  période  de  la  première  sorte;  la  fonction  o(a)  qui  figure 
dans  (3a)  et  (3  bis)  sera  nulle.  Les  périodes  de  la  première  sorte  du 
second  membre  de  (4)  seront  donc  nulles,  lui  sera-t-il  de  nièiiie  pour 
le  premier  membre  et,  par  conséquent,  pour  la  dilTërenee  des  deux 
membres?  Aura-t-on,  en  d'autres  termes, 

Le  premier  membre  peut  s'écrire  P(rc7S",  a),  où  S'appartient  à  (i  ; 
la  période  o"{ci)  correspondant  à  S"  devrait  être  nulle;  elle  dexiait 
être  de  la  première  sorte. 

La  condition  pour  que  nous  ayons  le  droit  de  dire  (pie  la  dillérence 
des  deux  membres  de  (4)  est  une  constante  serait  doue  que  i  trans- 
formât toutes  les  périodes  de  la  première  sorte  en  périodes  de  la  pre- 
mière sorte.  Comme  il  n'en  sera  pas  ainsi  en  général,  tout  ce  que  nous 
avons  le  droit  de  dire,  c'est  que  cette  difl'érence  est  une  intégrale  de 
première  espèce  que  j'appellerai  K(j,  r/,  t). 

L'équation  (3  liis)  devient  alors  : 

l'(:S',«7-'),^^''\    +K(:;S',«,7') 

OU 

en  désignant  par  o(rt.  S)  el  (iirtjS")  les  fonctions  z(a)  et  ("i(c/)(pii 
correspondent  à  la  subsliluliou  S  el  par  0(S,<'/,  7)  la  période  de 
K(-,  a,  a)  qui  correspond  à  S. 

Comme  a;  est  une  fonction  fuclisienue  d(>  -  adniellanl  le  grou[H'  (i, 
elle  reprend  la  même  valeur  pour  r  =  o  et  pour  r  =  rt7~'  ;  on  |)<'iil 
donc  écrire  : 

o(ac7-',  S')c/a^-'  -i-  0(S',  «,  n)  da  =  o{a,  S)c/a, 
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(loù 

(5)  r^^^  ^  '  ^''  ^) ^'^  =  ^' ^^'  ^)  ~  < W OT-' ,  S')  +  consl. 

Le  ii-sultal  s'énonce  donc  sous  une  forme  plus  simple  quand  on 
compare  les  iiiléjjrales  de  seconde  espèce 

V(z,a).     V(z'7,a). 

Aiois  la  pi-iiodede  la  |)ri'niii'Ti'  de  ces  inté^:rales  qui  corresjjond  à  S 
sciait  i-};alc  à  "^{a),  di-  iiiriiir  t\\\r  la  priioilc  i\t-  la  seconde  inlégral<- 
qui  LDirespond  à  S'. 

Donc  les  périodes  fondamentales  de  Vizz^a)  seraient  des  combi- 
naisons linéaires  à  coefficients  entiers  des  périodes  fondamenlales  df 
l*(::,  il).  Seulement,  P(r<7,  a)  ne  rentrerait  pas  dans  le  lv[)e  des  inté- 
l^rales  l'(  r,  a),  parce  que  ses  périodes  de  première  espèce  ne  seraieni 
pas  nulles  en  général. 

riiiirall.r  plus  loin,  cherchons  la  condition  pour  qu'il  existe  une 
loiiclinM  lalionni'lle  F(./-,j')  de  x  et  de  j'  qui  satisfasse  à  une  équation 

lilHMIIi' 

<■')  IÊiv^-)=.. 

(I  ordre  //.  Celle  fonction  latioiiiielle  sera  l'videinnK'iit  égale  a  une 
fonction  fuchsienne  <I>(j)  admellani  le  grou[)e(i.  Si  alors  z  est  une 
sulistiliition  quclcompie  de  (  J  n"a|)partenant  pas  à  (i',  «l'^rc)  satisfera 
à  la  mcnic  (^'cpiatioii,  de  sorte  (pie  les  m  fonctions  fuchsiennes  *(5a) 
ne  si'iont  pas  liiicaiieiiieut  indépendantes  cl  s'exprimeront  linéaire- 
ment à  l'aide  lie  //  d'entre  elles.  Il  y  aura  donc  entre  ces  m  fonctions 
///  —  //  relations  linéaires.  C^etle  condition  est  d'ailleurs  siiflisante. 
Soit  alors  ^  un  des  pôles  de  '^{z)\  soient 


///  Mdisliliilioiis  de  (i.  di-iiticlcs  j.ar  ia|.porl  à  Ci',  c'est-à-dire  telles 

ipi  aïK  une  dc^.  c Iiiiiaiscms  7, 7^'  ira|ipailienne  à  (j'.  Consitlérons  les 

|)(')li-s 
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et  soient 

r/,,     f/,,      ...,     a,„ 

les  résidus  correspondants  do  $(-).  Si  Fun  de  ces  points  n'était  pas 
un  p(Me  de  ^(r),  le  résidu  correspondant  serait  regardé  comme  nul. 
Posons 

de  façon  que 

/',.      /'.,      .•••     h„. 

soient  les  résidus  correspondants  de  la  fonclion  rationnelle  F(./.',  y). 
Alors  ces  mêmes  points  seront  encore  des  pôles  pour  $(^0-)  avec  les 
résidus 

les  lettres  6,  (a),  ^-'2(5"),  -..,  b„,{'j)  n'étant  autre  chose  que  les  lettres 
6,,  //o,  . . .,  b„,  placées  dans  un  autre  ordre.  Il  est  aisé  de  voir  ce  que 
c'est  que  cet  ordre.  On  aura 

si  Ton  a 

S  appartenant  à  G'. 

En  d'auti  .  ternies,  les  lettres  hii/y)  ne  sont  autre  chose  {]ue  ce  que 
deviennent  le  lettres  bj  quand  on  les  permute  en  leur  faisant  suhir  une 
des  substitutions  du  groupe  simplement  transitif  H  de  la  relation  algé- 
brique (2). 

Nous  avons  dit  qu'il  y  a  m  —  n  relations  linéaires  entre  les  fonctions 
$(-(7);  il  y  aura  les  mêmes  relations  linéaires  entre  les  résidus  d'un 
même  pôle,  par  exemple  entre  les  6,(a'),  les  mêmes  encore  entre  les 
^«((i),  les  mêmes  enfin  entre  les  6„,(c7). 

Formons  alors  un  déterminant  à  m  lignes  et  m  colonnes,  où  la  k"""^ 
ligne  sera  formée  par  les  ^a(^)»  de  ffeUe  sorte  que  dans  chaque  ligne 
nous  retrouvions  les  mêmes  lettres  b^,  b.,,  . . .,  />,„  dans  un  ordre  diffé- 
rent. C'est  ce  que  M.  Frobenius  appelle  un  déterniinanl  de  groupe 
(gruppendeterniinant). 
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Il  V  aura  lis  mômes  /;/  —  //  n-lahons  linéaires  entre  les  éléments  des 
{|i\cisrs  lignes  (II-  <■(•  (lotrr  rilinaiil.  l'rst-à-tliro  que  Ir  dâlenuinaut 
s'aninili'ia  ainsi  que  ses  niin<'iii:s  des  m  —  n  —  i  pifmirrs  ordres. 

Nous  venons  de  voir  que  la  condition  nécessaire  pour  qui!  v  ail  une 
fonction  ralionnolle  V{.t,y)  satisfaisant  à  une  équation  linéaire 
(1  ordre  //,  c'est  (|M"il  existe  des  nombres  b^,  I;.,,  /y,„  dont  iedéteiniinanl 
satisfasse  à  la  condition  (|uc  je  viens  rrénoncer.  Je  dis  (|ue  cette  condi- 
tion est  également  snflisante. 

Supposons  en  eflet  (pi'elie  sdlt  reiii[ilie  e|  soit  <!)(  z)  une  fonction 
fuclisienne  (juelconque;  envisaj^eons  la  condjinaison 

A,  <l>(  r^;' )  +  /y, cl)(r7:')  + ,  . . ^  /^,*(-< ;  =  ©(-> 

iNons  pouvons  toujours  choisir  <!»(  z)  de  telle  façon  que  Q{z)  ne  soit 
pas  identiquement  nulle;  il  suflit  par  exemple  de  supposer  que  «P(c) 
admet  le  pôle  -  =  p,  sans  admettre  aucun  àt'^  j)ôles 

Cela  posé,  nous  aurons 
si  l'on  sujjpose 

7,7-'  =  7,.S  =  S'7,, 

S  et  S'  appartenant  à  G'. 

Ainsi  0(:;t)  est  formé  comme  0(  r  ».  sauf  «pie  les  coefficients  ^^  sont 
remplacés  par  les  coefficients  h^Ç-j). 

Or,  par  liypollièse,  il  va,  entre  les  (|naiililis  A,  (  7  1.  r/i  —  //  relations 
linéaiies  de  la  forme 

(G)  2  A  h,  0  )  =^\  A,(7)  =. .  .  -^^A  bjr,)  ^  o. 

On  aura  doue  éifalemeiit  les  ///  —  //  rehitions 

VAe^r7)  =  o, 

Journ.  de  Math.  (  i*  série),  tome  I\.     -  l'asc.  II.  iiji>.l.  2'- 
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ce  qui  veut  dire  que  la  fouclion  Q(:)  salislcra  à  une  équation  linéaire 
d'ordre  n.  c.   q.   f.   d. 

Soit  alors   K(;)   une  intégrale   de  ju'eniière   espèce  quelconque: 
|)osons 

ri(r)  sera  aussi  une  inlcgralc  de  première  espèce  et  nous  aurons 

car,  S  appartenant  à  G,  on  aura 

K(::S)-K(;)  =  const. 
On  a  donc,  à  cause  des  équations  (6), 

Observons,  avant  d'aller  plus  loin,  cpi'il  résulte  de  nos  définitions 

et  d'ailleurs  le  sous-groupe  G  étant  invariant,  ou  aura,  jjour  une  suli- 
stitution  S  quelconque  de  G', 

h,(^,)  =  b,(S^,)=^b,(^,S). 
Soit  alors 

G(-S(7)-G(rcr)  =  co(7). 

Alors  w(«i)  sera  une  constante,  puisque  ce  sera  une  iiériode  de  Tin- 
tégrale  de  première  espèce  G  (s)  et  l'on  aura 

Va  co((7)  =  o, 
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l'ii  iiii'IlMiil  Cil  rvificiirc  les  iiidiccs 

(S)  '^A,o.{^,.)  =  o. 

Observons  (pic  03(7,)  est  la  ijcriodo  do  (i(  j)  ([ni  coiTcs[)ond  à  S, 
tandis  que  w(/>,)  est  la  pcriode  de  G(>)  qui  coiiespond  à  la  suljslilii- 
lion  7,"'S7,,  laquelle  appartient  aussi  au  sous-j,M-oupe  (î'. 

Donc  (Ji('yJ,'  t,)  correspondra  à  la  substitution  7,  't^St^'t,.  Or  je  puis 
rcpéteric  incme  raisonneiiK-nl  <pii  m'acoudMil  à  rcqiialinn  (S)  en  n-in- 
plaranl  S  par  7^St/  :  jUlilicmiiai 

2A,co(7,'cr,)  =  o. 
Si  alors  je  pose 

j'aurai,  en  siip|)riiiiant  les  indices  /, 

On  \oil  (pi'il  y  a  entre  les  co  les  mêmes  relations  qu'entre  les  h;  les 
périodes  de  l'intégrale  G(;;)  peuvent  donc  jouer  le  rôle  des  b. 

Tout  ce  (pii  précède  deviendrait  illusoire  si  (  i(j)  se  réduisait  à  une 
constante. 

Nous  sommes  donc  conduit  à  nous  poser  la  question  suivante  : 

Peut-il  arriver  que,  quelle  que  soit  l'intéi^q-ale  K(j)  choisie,  on  aii 

(•o)  y^f',K(:r:-'  )  =  cuii^l. 

Soient  alors  r/  un  1 ibrc  (pielcDmpic,  ai/  un  do  ses  Iransformos, 

cl  soit 

,/a       ~  ^'• 

>i>it  k  {:)  ^;  —  la  dérivée  de  K;  nous  aurons 

Va  '^(-'''^k'/-^-'  » 


l(i(',  H.     POINCAIIE. 

on.  rn  faisant  r  =  c/, 

(|nclli'  (pic  soit  rinlt'jAial''  K( z  )  clioisie;  nous  aurons  en  particnlicr 
y /',r,  9(«(77'  )  =  o, 

o(a)  étant  la  fonction  qui  ligure  dans  la  relation  (3),  puisque  nous 
avons  vu  que  celte  fonction  est  la  dérivée  d'une  intégrale  de  première 
espèce. 

Posons  alors 

nous  aurons,  en  vertu  de  la  relation  (3). 

H(;rS)  -  H(.T)=Vè,,_vcp(fl7:')  =  o, 

c'cst-à-dirc  cpie  toutes  les  périodes  de  n(-)  seront  nulles,  c'est-à-dire 
(jue  H(;;)  sera  une  fonction  fuchsienne  de  r  et  une  fonction  ration- 
nelle de  X  et  de  v.  Quant  à  ses  pôles  ;  =  r/T"',  ils  correspondront  tous 
à  une  même  valeur  de  x,  x^=Xa,  puisque  x  est  une  fonction  fucli- 
sienne  de  ;  admettant  le  groupe  G,  ne  changeant  pas  par  conséquent 
<(uand  on  change  ;  en  zi'' .  Nous  pouvo'ns  d'ailleurs  supposer  que  ./„ 
est  lini,  puisque  a  est  arbitraire.  Tous  les  pé)l(>s  sont  d'ailleurs  simples. 

Il  y  a  donc  deux  cas  concevables  : 

i"  Ou  bien  on  peut  choisir  des  intégrales  de  première  espèce  telles 
(pie.  en  formant  avec  leurs  périodes  un  déterminant  de  groupe  de  la 
façon  (]ue  nous  avons  dite,  ce  déterminant  s"annnl(^  ainsi  (pie  ses  mi- 
neurs des  /H  —Il  —  I  premiers  ordres. 

2"  ()ii  bien  les  nomlncs /»  sont  tels  (pie.  jiour  toutes  les  intégrales 
de  [iremirre  t'sjièce  K.(^r  ),  on  ait 

V  /);  Iv  I  r7,  '  ,  =  eonsl. 
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Nous  verrons  plus  loin  (]iio  les  clou\  cas  |)euvenl  se  miliscr. 

<^)iioi  (ju'il  ou  soil,  nous  di-vons  lolenir  les  n'-snltals  sunants  : 

i"  (^uand  on  passe  de  linlégiale  K(-)  à  l'inlf-jçial"'  Kc-j».  Ifs 
pc'riodcs  de  celte  intégrale  subissent  une  substitution  liiK-ain-.  L'i-n- 
scmblc  de  ces  suhslilulioii.s  linéaires  dont  les  cueffuicnls  sonl  dr\ 
entiers  for  ni)'  un  'groupe  isomorphe  à  H. 

2"  Il  y  a  entre  les  priiodcs  des  intégrales  abélicmifs  un  (ertain 
nombre  de  relations.  <  >m  poiiira  oiilcnir  di-  scinltlahli-s  rrlalion>  d<' 
deux  nianièi'es  : 

i"  Si  les  nom  lires  A  m-  m>iiI  pas  tris  (pu  ■   >  />,  K  i^zi-  '  )  =  consl.,  on 

(Ml  obtiendra  en  écri\ant  (|ue  le  d<''lerinir.anl  de  grou[)e  formé  comme 
nous  lavons  dit  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs  des  i»  —  n  —  i  premi(M> 
Di'dics. 

2"  On  sait  cpn*,  cuire  les  périodes  de  deux  intégrales  (pielcompies 
de  premièic  espèce  K(;)  et  K'(-  ),  il  y  a  une  relation  bilinéaire  dm-  à 
Kiemann. 

Si  nous  prenons  K'(r)  =  K(  ct),  les  périoiles  de  k'(  :r  )  seront  des 
coinbinais(jns  linéaiies  à  coeflicienls  entiers  de  celles  de  K(:).  Si  non- 
substiluons  ces  combinaisons  dans  la  relation  de  Itiemanu  à  la  place 
des  périodes  de  K'(;),  nous  aurons  entre  les  périodes  de  K(»)  une 
relation  cpi,idrali(pie  à  coef'fieienls  (>nliers. 

5;  V.  —  Étude  d'un  exempt.;  particulier. 

\\anl  daller  plii>  loin,  je  \en\  appli(juer  ce  (pii  pr(''cé<le  à  un 
cMiiiple  -impie,  el  je  elioisirai  un  groupe  ipii  a  été  étudié  en  détail  par 
M.  kleiri.  .le  \eii\  parler'  du  groupe  île  la  rés(jlvanle  île  (ialoisde 
I  ((pialion  modulaire  du  sepli/'Uic  ordre.  Le  group(^  de  Çialois  de  cclW- 
i(''soUanle  est  isomorphe  au  groupe  (pii  permiile  les  lettres 

I,    •'.,    .".,    {.    ."•,   (i,    7,   oc 

de  la  iii;iniere  siii\;inle.  (  ne  -iili-liliilion  (pielcon(pic  de  ce  groupe 
iliangei  a  la  lel  tre  r  (  (m'i  r   =  1 ,  •'.,    >,   j.  '»,  (i,  ~  ou  ac  )  en  ;  .  où 

z-^ll±l    (mod.-), 
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a,  [3,  Y,  0  étant  des  entiers  tels  que 

ao  —  (îy^si      (niod.  7). 

Ce  groupe  (qui  est  alors  isomorphe  à  notre  groupe  H)  csl 
d'ordre  1G8  et  peut  être  considéré  comme  dérivé  de  deux  substitutions 
fondamentales 

I.  =  (--. --  +  ■),        X  =  (--.'3~> 

Entre  ces  deux  substitutions,  nous  avons  les  relations  fonda- 
mentales 

et  nous  en  avons  encore  d'autres,  parmi  lesquelles  je  citerai  seulement 
la  suivante  : 

It 

Construisons  maintenant  le  groupe  fuchsien  G,  auquel  H  est  mérié- 
driquement  isomorphe.  Pour  cela,  nous  n'aurons  qu'à  le  faire  dériver 
de  deux  substitutions  fondamentales  cTo  et  cr.,,  entre  lesquelles  auront 
lieu  les  relations  fondamentales  suivantes,  identiques  aux  rela- 
tions (i)  : 

Le  polygone  fuchsien  correspondant  Ivo  esl  nu  (piadiilalèrc  formé 
de  deux  triangles  symétriques  Tun  de  l'aulre  (je  veux  dire  synié- 
tricpies  au  sens  de  la  Géométrie  non  euclidienne).  Pour  chacun  de  ces 
trianii'les,  les  trois  angles  sont  : 


Formons  maiutenanl  le  sous-grou[)e  G,  ce  sera  encore»  un  groupi' 
fuclisit'u    donl    le     ])olygone   générateur   R|,    sera    décomposablc    en 
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i(')S  (niadrilalères  égaux  à  Ro  (toujours  au  poinl  Ai-  vu»-  nnu  ruclidic-ii) 

<iu  l'ii  !i3(i  liiauglcs  d'angles  ->  .,,  ^• 

M.  Klein  a  conslruil  ce  polygone  qui  a  i  ]  côtés  el  est  déconiposalilr 

en   I  I  liian;;li's  i''(|iiilali''iau.\  ('gaux  dont  les  angles  sont  égaux  à  ^■• 

(Chacun  de  ces  ij  triangles  se  décompose  hii-niénn'  en  ■<  {  triangles 

dont  les  angles  sont  -i  t,>  ^"• 

Il  sufliia  de  représenter  ici  rmi  de  ces  i  '(  triangles.  .)"ai  l'ait  celti- 
repri!'senlalion  sclii''iiialii|iiiiiiini    cii    reinj)laçanl  li"s   triangles  curvi- 


lignes pai-  des  triangles  reclilignes;  jai  niar(|ué  chaque  point  parles 
cliillres  >.,    )  ou  -,  selon  cpie  les  angles  des  triangles  qui  y  alioutisseni 

sont  -.  ^"  ou  -■ 
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La  décomposition  do  chaque  triangle  se  déduit  d'ailleurs  aiséiiieiil 
de  celle  du  triangle  conligu,  si  Ton  (d)serve  que  les  deux  figun-s  r»-pré- 
senlanl  la  décomposition  de  ces  deux  triangles  sont  s\  nn'triqufs  par 
rap|)ort  au  côté  commun. 

Il  reste  à  défmii'  la  laçou  dont  lis  quatorze  côlés  du  polygone  |{|, 
sont  conjugués. 

Pour  cela,  imincidioiis  ces  côtés  en  faisant  le  tour  du  polygone 
(iall^  le  siMis  diri'ct. 
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M.  Klein  a  dénioiiliv  que  les  côtés 

i,io,     3,12,      5,1  I,     7,2,     9,1,      ii,(),      i3,8 

sont  conjugués. 

On  voit  que  les  soniniels  forment  deux  cycles,  lun  comprenant  tous 
les  sommets  de  rang  pair,  laulre  tous  les  sommets  de  rang  impair. 
La  somme  des  angles  pour  chacun  de  ces  cycles  est  27:.  D'après  la  for- 
mule bien  connue,  le  genre  q  est  égal  à  3. 

Soit  maintenant  K(;)  une  intégrale  abélienne  quelconque  de  pre- 
mière espèce  engendrée  par  le  groupe  G'  et  étudions  ses  périodes. 
Soit  £,  l'intégrale  prise  le  long  des  côtés    i  et    a, 

c„  »  3  et    4? 

£3  »  5  et    (j, 

£,  »  "j  et    8, 

£-  »  9  et  10, 

Eo  »  1 1  et  12, 

£,  »  i3  et  i/|. 

Ce  seront  des  périodes;  car,  quand  on  a  parcouru  deux  côtés  consé- 
cutifs du  polygone,  on  est  passé  d'un  sommet  de  rang  pair  à  un 
sommet  de  rang  impair,  c'est-à-dire  apparlcnant  aumème  cycle.  De 
plus,  on  a 

£,  4-  £2  4-  £3  -f-  £,1  -1-  £5  4-  £c  -I-  î:  =  O, 

car  l'intégrale  prise  le  long  du  polygone  entier  doit  être  nulle. 
Soient  maintenant 


les  périodes  qui  correspondent  aux  substitutions  qui  changent  respec- 
tivement les  côtés 

I  en  10,     2  en  12,     5  en  i/|,     7  en  2,     9  en  '1,      11  en  0,      i3  en  8, 

nous  aurons 


IMKfiHATION     AI.GKBItIQlE    DES     KQLATIONS    Ll.NEXlULs.  |-| 

Soit  mainteiiaiil  iino  seconde  iritéi^rale  K.'(r)  ayant  pour  périodes  î' 
•I  1'.  de  sorte  fnn;  l'on  ait 


inlcLMali' 


l'K'dK. 


prise  le  loiij,^  du  jiolygone   entier  devra  être   nulle,   de   sorte  qu'on 
aura 

r,  a,  -f-  l^!,aj  -f-  w!ja.  -+-  'Ç\7..  -h  Z'^y..^  -+-  Ç^v.,,  -h  "C,a,j  =  o, 

en  désignant  par  y.,  l'intégrale  K  prise  I"-  lonj;;  du  cùti-  /.  dr  li-Ilc  ^m  ii- 
-pie 

£,  =  a,  — a,,  £.,=  3r3  — a,j,  £3  =  a.  — a,,,  ô,  =  a,  — a,,. 

£5=a,  — a,,  £j=a,,  — a,.  £-  =  a,,— a^. 

En  rcmplaeant  les  s'  et  les  a  en  fonctions  des  £'  et  des  £,  on  IrouM-  : 

^  i  £,£',— £,£;+£, £;-£3£;  +  £, £:-£,£;  +  £,£,  —  £,£', -+-£,£; 

(   —  '3 <.  +  £2 ^i  -  £o'l-^-  £i e'j  —  e5£'«  +  £i e'c  —  ^c^. -+-  £i<  —  '« £!  =  «>. 
(pie  je  pourrai  écrire  sous  la  forme  symbolique  : 
(2bis)     (,-2)-h(i6)-h(i3)+(iG)+{-23)+{26)-h(l^'i)-i-(i6)-i-(b6)  =  o. 
.le  lemarcpie  cpie,  si  nous  posons 

Ei-Ej  — £o  =  Y.,  £j -f- £3  +  £î -+- £c  =  ïi,  £.  ^    Tir 

la  relation  (  2  )  d<\ient 

T.  T.  -  Yiï',  -+-  TiY;  -  Y.YÎ  ■+■  Y^y'.  -  Y.yI  =  "- 
c'est-à-diie  (pie  les  péiiodes  y  sont  les  jirriuilc.s  normales. 


Journ.  de  Malh.  (5*  série),  loinc   l\.  —   Kasc.  Il,   lyoî. 


ai 


{-^■1  II.     POINCARK. 

IXaiiiiiioiis  inaiiilciianiroUV'l  dos  diverses  substitutions  du  groupe (i. 
l'aniii  les  points  de  noire  polyj^one,  nous  distinguons,  en  particulier,  les 
points  (-\  ("est-à-dire  les  points  rpii  sonlsoinniclsdc  (juatorzc  triangles 

avec  un  angle  -^  ;  nous  avons  (raiidnl  le  ceiilif  de  notre  polygone,  puis 

ses  (piatorze  soniniels;  nous  en  avons,  en  outre,  un  sur  chaque  c(Mé 
ri  un  sur  chacun  des  quatorze  rayons  allant  du  centre  aux  soniniels. 
Mais  les  dilTérents  sommets  Ar  laiig  impair  ne  sonl  pas  réellement 
distincts,  ]Miis([u"ils  font  partie  d"iin  même  cycle  et  (|u'ils  sont,  par  con- 
sé(pienl,  rit/ii;/u('/tis,  c'est-à-dire  transformables  les  uns  dans  les  autres 
par  une  substitution  du  sous-groupe  (}'.  De  même  pour  les  sommets 
(le  rang  [)air;  de  même  enfin  |)Our  les  deux  points  (-)  situés  sur  deux 
côtés  conjugués. 

Nous  aurons  (bnic  rii  Iniii  \  ingl-ipialrr  points  (- )  riM-llemenl 
disliiicls. 

( '.ousiiléroiis    la    subslitnl  ion    t  ,  :    ("e.-l    uni'    rotation   (au   sens    non 

ruclidieii  )  d"un  angle  '_"  aiilour  du  centre  du  polygone,  dette  rotatifii 

liausfoiiue  les  uns  dans  les  autres  les  sommets  de  rang  pair,  de  mènn' 
(pie  ceux  de  rang  impair,  de  sorte  (juClle  transforme  chacun  de  ces 
sommets  en  un  point  congrucnt.  C-ela  nous  amène  à  di.stinguer  parmi 
nos  vingt-fpiatre  jioints  ("j")  ceux  (|ui  correspondent  au  centre  et  aux 
scnnmels  du  polvgone  ;  je  les  appellerai  les/Jo////.v  A. 

Nous  sommes  d(nic  coiiduils  à  i(''parlir  nos  \  iiigt-(|uatre  points  -  ) 
en  huit  groupes  comprenant  chacun  trois  jiolnls  (■-)  distincts  ;  nous 
les  a|ij)ellerons  les  |ioiiils  A,  les  points  1! les  points  H. 

Numérotons  les  sommets,  les  rayons  du  ])olygone  dans  le  sens 
direct,  comme  nous  avons  l'ail  pour  les  côtés;  faisons  de  même  pour 
les  (piatorze  secteurs  ou  triangles  dans  lescpiels  on  peut  décomposer  ce 
polvgone,  et  Cida  de  telle  soiie  rpie  les  soniniels  du  côté  i  soient  les 
sommets  i  et  2  et  (pie  le  secleur  i  soil  compiis  entre  le  C(')ti''  1  el  les 
rayons  1   cl  2.  m 

('.(•la  p()S('',  les  trois  points  H  seront    les   points  (-)  tpii  se  trouvent  ■ 

sur  le  C(')té  I  et  sur  les  rayons  opposés  (ici  10;  les.  trois  points  C  se 
trouveront  sur  le  côté  3  et  sur  les  rayons  opposes  8  cl  r  ;  les  trois 
points  1)  se  trouveront  sur  le  côt(''  Ti  et  sur  les  rayons  opposés  10  et  3; 
el  ainsi  de  suite. 


I.NTK<;H\TION    AI.flKBlilOLK     DES     KQl  VTIONS    I.INKMHK»..  I  "ri 

Dans  CCS  cninlilioii^.  une  ruliiliim  (l"un  anu^lc  inullijilc  de  '_"  auluni' 

7 
lie  l  un  (les  points  A  cliantîc  tonl  poinl  A  en  nn  puinl  A,  el  coiiseiM-. 
par  consc(|uenl.  la  lollrc  A.  et  permnle  ciicnlairenn-nt    les  unes  dan- 
les  autres  les  se|)t   autres  lellies;   de  nn'Mue   uu<'  rnliilinn  d  un   .int.de 

Miulliple  do  ---  autoiii'  de  I  un  des  points  lî  conserve  la  lettre  H  el  [>er- 

niute  circnlair<'nicnl  les  une-  d.ur-  les  autres  les  sept  autres  lettres. 

Plus  génêralenient,  une  >ulislilution  fjuelconque  de  (•  nerniulera 
d'une  certaine  manière  uo-  liult  lellres:  de  i(-!li'  sorte  que,  si  elle 
clianj^e,  par  exenipN;,  un  point  A  eu  un  point  Ij,  idle  cliaujj^era  tous  le-; 
autres  points  A  en  des  points  15. 

Ces  permutations  de  8  lettres  tonuiroul  un  e^roujn'  cpii  ne  sera  autre 

cliose  ([ue  noire  groupe  1  r,  -^~\  \  de  1(18  sulislilutions. 

Nous  distini^uerons  en  parlicidier  la  >uli-liluliou  di.-  t,  i| ni  corres- 
pond à  (  3.  ;  ^  I  ),  la  >ul)slitution  7_.  i|ui  correspoiul  à  (z,  ~^j^ — j>  et 

lasubslilution  t,  (pii  est  une  eond)inaison  des  deu\  premières  et  que  je 
définirai  connue  il  suit  : 

C'est  uni'  rolalion  diin  angle  -,  autour  ilu  eenlre  de  ligure  du  sec- 
teur I,  leipiel  secteur,  représenté  dailliurs  sur  la  lig'ure  i,  est,  comme 
nous  le  savons,  un  triangle  é(|uilaléi;il.  (^-Ite  sid)stitutioii  conserve  les 
lellres  .\  el  D  <'l  periuuli-  les  autres  de  la  façon  suivante  : 

(A)(I))(GCB)(^i:ill   . 

Chacune  des  sulistitulions  o-de  C  eliange  1{^  <mi  uu  polNgotie  Ujégai 
à  H^  (an  point  de  vue  non-euclidien)  et  cpii  pourrait  tout  aussi  bion 
que  1!^^  engendrer  le  groupe  luclisien  (■'. 

Soient  toujours  £,,  £^,  ...,£,  les  pi''iii>des  de  l'inti-grale 

el  soit  7  une  --uhstilulion  (pielron([ui'  de  (i;  (piellc."  seront  les  périodes 
c(»rr<ïspondanles  de  l'intégrale  de  première  espèce  K(;7)"7  Si  ;  décrit 
une  courlie  quideoinpie,  ct  décrir.i    l.i    ti.insformée  de  cette   couil»- 


I^/|  H.     POINCMUi. 

par  a;  si  donc  z  décrit  deux  cotés  contigus  de  R„,  zn  décrira  les  deux 
côtés  contigus  correspondants  de  R^;  la  première  période  de  )^izn\ 
sera  donc  l'intégrale  K  prise  le  long  des  deux  côtés  i  et  2  du  poly- 
gone R'^. 

En  appliquant  relte  règle,  on  tronve  (jue  les  ■;  périodes  de  K(  zi.^) 
sont 

Co,  £3,  t(,  £5.  î,.  C;  ,  C,    , 

celles  de  h.(;;c7j)  sont 


-U  '■I?  'î! 


et  ainsi  de  suite;  celles  de  KfcrT,)  sont  (lire  le  Tableau  dans  le  sens 
lir)rizontal) 

cj-t-  £3+  c,  -H  £,;.  £,-(-  £5-+-  C--I-  £,, 


celles  de  K(  jo-j)  sont 


£,  +  £.,+  £,  +  £„,        —  £„, 


celles  de  R^ja^o-,)  seront 

£s-t-  £r..        Ï1+  £ 


et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  reprenons  la  relation  ^2)  et  remplaçons  Iv'(-)  successi- 
vement par  K(-cr3).  K(;:«7;),  K(3(7;),  K(rT,),  "^{z^.^^),  K(rT,). 

Nous  pouvons  supposer  que  K  ait  été  choisi  de  telle  sorte  que  les 
trois  premières  périodes  soient  1,0,0;  nous  appellerons  les  trois  sui- 
vantes X,  j',  j,  de  sorte  (jue  la  septième  sera  —  1  —  .r  —  y  —  z. 


INTKGKATION     Ar.GKBlUQVE     DES     ÉçiATIONS    I.INÉMIIES.  1^5 

Alors  les  si\  [iremièrcs  périodes  seront  : 
pour  K(z  j, 


pour  K(c'Tj  ), 

pour  K(::t3), 
•^.  '•-  y,  z,  _,_x_y  — z,  i; 

pour  ¥^(zn\  ), 
■i-.  y,  z,  —i—.c  —  y — z.  i.  o; 

pour-  K.(  ;;7.  t, 
■'•-+-K,    —'-■''-.>''  »,  —_>'—;,  1 -H  >•-(-;,  -  :: 

pour  K(:jt3(t,), 
7-+-=,       —  K  —  ;.  —  •/■.  i-hJ-  +  y,  —  I  —  ./•  —  r.        I  -^  ,r -i-  v -t- r: 

|iour  K(  J7<  V 
y-hz,  —  z,  —i—r  —  y,  i^,r-hy.  —  i  .-  y  y  _j.  ;  _^  , . 

On  ol)ticnl  ainsi,  parla  relation  (2),  six  relations  (|uadratir]ui'<  m  a. 
y,  z  qui  sont  (en  changeant  les  sipjnes  au  besoin  ) 

./;'  -t-  iy'  -f-  c^  -(-  ./'.yz  -+-  9.xy  ■+■  2 y  -+-  .r  -f-  i  =  o, 
j:{x  -h  y  -H  z)  —-y, 
V*  -1-  z-  -(-  yz  -f-  J-  -+-  ny  -H  r  -h  1  =  o, 
I  0  =  0, 

I  (  >■  -H  r)  (c  —  i)  -  y{y  -f-  z)  =  o, 

y*  -f-  .O'  -+-  V'.-  4-  .«•  H-  y  H-  1  --  o. 


ïjG  H.     rOINCAllÉ. 

Le  point  x,  y,  ;;  doit  donc  se  trouver  sur  cinq  surfaces  du  second 
degré;  or  ces  cinq  surfaces  n'ont  que  deux  points  communs  qui  nous 
sont  donnés  par 

a;  =  1 ,  z  =  — I,         _)'-+>' -H  2  =  G. 

L'équation  en  v'  admet  deux  racines 

j  =  T'=t»  +  -  +  T% 


d'où 


X  =  cos h  i  sm  —  > 


T  +  T'+i  =  o,         TT'=2     ('). 


Au  groupe  H  vont  se  trouver  liés  deux  groupes  li/idaircs  rcmai- 
(juables,  qui  lui  sont  isomorphes. 

Le  premier  est  celui  qui  lie  les  périodes  de  K(^:;c-)  à  celles  de  K(^:r); 
par  sa  nature  même,  il  ne  peut  contenir  que  des  substitutions  à  cocf- 
licients  entiers.  Comme  le  nombre  des  périodes  est  de  sept,  mais  quil 
n'y  en  a  que  six  distinctes,  c'est  un  groupe  linéaire  à  six  variables. 

Nous  prendrons  les  périodes  £,,  t„,  e^,  Ej,  £5,  £5,  et  nous  trouverons, 
pour  la  substitution  correspondant  à  (t.., 


o 


o 


—  I      —  I 
o         o 
o         —  I 


(')   Ouelle  esl  celle  de  ces  deux  racines  qui  convient?  Il   suffit   de   se  rappeler 

que  si  k,  et  K,  sont  les  parties  réelle  cl   imaginaire  de  K,   l'intégrale    I   K,  (/K, 

prise  le  long  du  périmètre  du  polygone.  Ur  cette  intégrale,  si  ,r:^i,  :=r —  1, 
sera  trois  fois  la  partie  imaginaire  de  r  ;  nous  devons  donc  prendre  y  -:=  T. 


INTKdltXTION     AI.(;KI!11|0LK     UKS     KytATIO.NS    I.INÉA  I  ItKs. 

<•!,  pour  la  suhsliliilion  correspoiidanl  ;i  7,. 


'77 


—  I      —  I 


Il  est  aisé  de  vrrinor  que  l<,'  j,mouj)C  dérivt-  di-  ces  di'u\  siibsliliilinn» 
liiK'aircs  t!,  cl  7.,  osl  d'ordii'  16H  cl  isoiiiorplio  à  U. 

l-c  second  j^ioupe  est  celui  (jue  subissent  les  dérivées  des  inlé},'rales 
iilnHiiiiies  (le  pieiiiière  espccc:  cesl  un  «groupe  linéaire  à  trois  variables: 
("isl  celui  (jiif  M.  .lordan  avait  d'abord  oublié  dans  son  énuniérali<jii, 
(pic  M.  Klein  avait  deviné  et  ipic  M.  Jordan  avait  eidin  rclroiivi-  diih> 
une  analyse  j)lus  conij)létc. 

Nous  avons  \ii  (|neiles  sont  les  pcii(»(les  de  nos  diverses  inlé(;ralc>  : 


I.       o,         o, 

O,  o,  I, 

o,      I.       T, 


T, 


T'. 


I .     T  ; 


I ,     T,     —  I ,        T.  I .  o.        o. 

Nous  lirons  de  là 

K(  ;7^  )  =:  K(  ;  )  ^-  (  l"  -^  1;  Kl  ;7,  )  ^  r  K(  ;7-  t  —  consl. 
cal'  il  l'st  aist'-  di-  M-i'ilicr  (pic  les  pi-riodes  de 

K(ra')-    K(;)-('r   •    m  K(  r  7,  ^ -- T  K(  r^;  » 
sont  iMilli's. 


178  H.     l'OINCAnÉ. 

Il  résulte  de  là  que  quand  z  se  change  en  sa,  les  dérivées  des  trois 
intégrales  K(:r),  K(  zro-j),  K(-o-3)  subissent  la  substitution  linéaire 


0  o 

1  T  ^  I      ' 

dont  la  période  est  -  (les  racines  de  l'équation  en  S  sont  r,  t',  t'). 
^'oici  maintenant  les  périodes  des  intégrales  suivantes  : 


T  +  i,        -T-2 

T-i,  i-T, 

-T-2,       T  +  i, 
d'où  les  relations 


i-T, 


T. 


T-2,     T  +  i. 


T, 


-T,     T 


i-T, 


I,       T  +  a; 


K(ra,)  =  (T-+-.)K(z) 

+  (T  —  ■2)K.(z(y,)  -h  (-  T  —  ■2)K(z(7l) -h  const., 
K(..a,<7,)  =  (T-i)K(s) 

+  (--  2T  —  3)K(sa,)  H-i  1  --  T)K(sa^)  -hconst., 
K{z^.,a;)^(-T-2)K(z) 

-h  (2  —  T)K{z(j3)  +  {T  +  i)}\.(zai)  -Hconst., 

ce  qui  veut  dire  que  quand  z  se  change  en  zo-j,  les  dérivées  de  nos  trois 
intégrales  subissent  la  substitution  linéaire 

T  +  1  T  -  2         -  ï  -  2  I 

T  -  .        _  oT  -  3        I  -  T     L 
-T -2         2-T  T+i 


dont  la  période  est  2. 


INTKORATION    ALOKFtIUQlK     IiES    EQUATIONS    I.INEAIIIES.  I  ^f( 

Considérons  ni;iinlen;int  rint(''nrral<'  suivante  : 

J,„  =  2  "^^ -<)-"'"' 

où  m  prend  Tune  des  valeurs  o,  1,2,  3,  4,  5,  (j. 

Il  est  clair  que  si  la  première  période  de  celte  intégrale  est  eu,  les 
autres  seront 


Mais  il  peut  se  faire  que  cette  intégrale  se  réduise  à  une  constante; 
c'est  ce  qui  arrive  si  o>  =  o. 

Or  il  est  aisé  de  vérifier  que  eu  =  u  [)Our 

m  =  0,  m  =  I ,  m  =  2.  ///  =  4> 

mais  que  co^o  pour 

m  =  ii,         m  ^  5,         III  =  G. 

Il  y  a  donc  des  intégrales  dont  les  sept  périodes  sont 

,       ^        ^j  ^3  -■•  -i  -« 

I,  .     ,  .     ,  .     ,  .        .,  .        _    .    ,         T        —    .     , 

_1  _8  -  -12  -5  -.16  -■-•  -20  „«  -2»  -J 

I,  .     ,  w      —     -,  .         -,  •         —     -     )  ■         —     ■     )  •         —     •     » 

mais  il  i\\  vu  a  pas  dont  les  périodes  soient 

,       -j       _(i        _'j        -12       -li       -I» 
I ,      .  ,      .  ,        .  ,        -,      .    .      .    , 

,  _.-|  _I0  _15  -20  -J..  -30 

I  ,  .     ,  -,  -         .  •         »  -         )  •         ) 

,  -li  -12  -IB  -21  -Sn  _Î0 

I  ,  .      ,  .         ,  .         ,  .         ,  •         .  •         » 

I,  I,  I,  I.  I,  ',  '• 

Une  dernière  reniaKpic  : 

L'intégrale  K(-)  n"a  (jue  doux  périodes  distinctes,  1  etT;  elle  est 

yo«/-;i.  </e  .l/at/«.  (  3' scric),  lomc  I\.  —  Kasc.  Il,  1903.  ~i 


l8o  II.     POINCARÉ. 

donc  réductible  aux  intégrales  elliptiques.  Les  périodes  deKizi),  où 
a  est  une  substitution  quelconque  de  G,  sont  des  combinaisons 
linéaires  à  coefficients  entiers;  il  en  est  de  même  de  celles  de  l'in- 
tégrale 

où  les  A  sont  des  coefficients  entiers  quelconques  et  où  la  sommation 
s'étend  aux  i68  substitutions  distinctes-  de  G. 

Les  périodes  de  U  sont  donc  des  combinaisons  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers  de  i  et  de  T;  cette  intégrale  est  donc  réductible  aux  inté- 
grales elliptiques;  de  sorte  quil y  a  une  injinité  d'intégrales  réduc- 
tibles aux  intégrales  elliptiques. 

§  5.  —  Théorèmes  de  Cartan  et  Frobenius. 

Nous  aurons  besoin  dans  la  suite  de  divers  résultats  obtenus  par 
M.  Cartan  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Les  groupes  bilinéaires  et  les 
systèmes  de  nombres  complexes  (Annales  de  la  Faculté  de  Tou- 
louse, t.  XII)  et  par  M.  Frobenius  dans  une  série  de  Mémoires  publiés 
dans  les  Silzungsbericlite  de  F  Académie  de  Berlin  de  1896  à  1901. 

Rappelons  ces  résultats  succinctement  en  insistant  un  peu  sur  cer- 
tains points  pour  faire  voir  comment  s'éclairent  mutuellement  les  tbéo- 
rèmes  de  M.  Cartan,  d'une  part,  ceux  de  MM.  Dedekind  et  Frobenius, 
d'autre  part. 

Considérons  un  système  d'unités  complexes 


dont  la  multiplication  soit  associative  et  non  commutative;  ces  unités 
donneront  naissance  à  un  système  S  de  nombres  complexes.  Je  suppo- 
serai qu'il  y  a  dans  ce  système  im  module,  c'est-à-dire  un  nombre 
complexe 

tel  que  l'on  ail 

ax  =  xa  =  X, 

quel  que  soit  le  nombre  complexe  x. 
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Soient  niaitili'iiiiiil 

X-  =  2  ^1  '''  •  y  =  2  •>''  ^^ 

doux  iioiiibrcs  coiiqilexes  quelconques,  et  soit 

Il  est  clair  que  les  :;,  seront  des  fonctions  linéaires  des  v,,,  de  sorte 
qu'à  chaque  nombre  complexe  x  correspondra  une  transformation 
linéaire  T(x)  qui  transformera  les  y^  en  -,  et  dont  les  coefûcients 
seront  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  x,. 

Soit  maintenant  Féipiation 

xy  =  w  j, 

où  co  est  un  nondjre  ordinaire;  ji-  puis  l'écrire 

{x  —  M  a)  y  =  o, 

ce  qui  exige  que  le  déterminant  de  la  transformation  T(./-  —  wa  )  soit 
nul;  Ce  déterminant,  je  l'appellerai  A(./-  —  (mo). 
[/i''(piati<iii 

A(  /  —  coa)  =  o 

est  une  équation  de  degré  /en  w  que  M.  (lartan  appelh-  W-r^t/atiori 
cfiraclcrisliij  ur . 

Si  l'une  des  racines  de  cette  équation  est  nulle,  il  existera  un 
iioiiiliie  \  qui,  multiplié  (à  gauche  )  par./;,  donne  un  produit  nul,  de 

Irlle  soilc  (pi,. 

xy^   M 

il  (|iic'  ./  pi'iii  >  ap|ir|i'r  un  diviseur  de  ziri)  la  gauclic  i;  mais  M.  (larlan 
ayant  démontré  rpi'un  divisciu'  de  zéro  (îi  gaiich'^)  est  en  même  temps 
un  diviseur  de  zéro  (adroite),  nous  pourrons  dire  simplement  un  i/ni- 
s('((r  ilr  zoro. 

Si  toiilcx  les  lacines  soi.t  milles.  M    (larlau  dit  que./-  est  />srii(/oriul. 
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La  condition  nécessaire  cl  suffisante  pour  qu'un  nombre  soit  pseudo- 
nul,  c'est  qu'une  de  ses  puissances  entières  soit  nulle. 

Cela  posé,  supposons  qu'on  prenne  ])our  unités  complexes  /• 
nombres  complexes  quelconques  du  système  S  au  lieu  de  f ,,  Cj,  ...,  e,. 
Soient 

e\,     e;,      ....     e\ 

ces  nouvelles  unités  complexes  qui  seront  des  combinaisons  linéaires 
des  anciennes. 
Soit 

Que  deviendra  la  substitution  T(,/;)  qui  cbangeait  les  y,  en  r,?elle 
devra  être  remplacée  par  une  substitution  T'(a;)  qui  changera  les^^ 
en  z\.  SoitU  la  substitution  linéaire  qui  change  les  j',  en  j)^î  ;  elle  chan- 
gera également  les  z^  en  z'-'^  de  sorte  qu'on  aura 

T'(.r)  =  U-'T(j-)L'. 

c'es-à-dire  que  T'  est  la  transformée  de  T  par  U. 

On  peut  choisir  les  nouvelles  unités  complexes  de  façon  à  réduire  le 
système  S  à  sa  forme  la  plus  simple.  C'est  ce  que  M.  Cartan  a  réussi 
à  faire. 

Pour  cela,  il  introduit  la  notion  de  sous-système;  l'ensemble  des 
combinaisons  linéaires  de  q  nombres  complexes  appartenant  à  S  for- 
mera un  sous-système  ct  de  S  si  q<^r]  ce  sous-système  sera  semi- 
invariant  à  droite  si  le  produit  (à  droite)  d'un  nombre  quelconque 
de  CT  par  un  nombre  quelconque  de  S  appartient  à  ct;  on  définit  de 
même  la  semi-invariance  à  gauche;  enfin  on  dit  qu'un  système  est 
invariant  s'il  est  semi-invariant  à  la  fois  à  droite  et  à  gauche. 

Cela  posé,  M.  Cartan  a  montré  qu'un  système  simple,  c'est-à-dire 
un  système  qui  ne  contient  aucun  sous-système  invariant,  ne  peut  être 
tiuo  ce  (ju'il  appelle   un  jr   ion.   c"esl-à-;lirc   un   système  à  p-  unités 
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f^ij  (i/  =  t  ,2,  .  .  .,  f)j  avec  la  loi  de  niulli|ilicalion 

Parmi  Icsfiyslèmes  qui  no  sont  pas  simples,  il  distingue  d'abord  les 
systèmes  semi-simples  qui  admettent  toutes  les  unités  de  plusieurs 
p-  ions,  et  cela  de  telle  façon  que  le  produit  de  deux  nombres  com- 
plexes appartenant  à  deux/?-  ions  dilTérenls  soit  toujours  nul. 

Enfin  les  systèmes  qui  ne  sont  ni  simples,  ni  semi-simples,  admet- 
tront toutes  les  unités  d'un  système  semi-simple  et,  en  outre,  un  cer- 
tain iKiinbre  d'unités  pseudonulles,  dont  les  combinaisons  linéaires 
forment  un  sous-systéme  invariant  fjnni  tous  les  nombres  sont  pseu- 
donuls. 

Reprenons  le  déterminant  ^{x)  que  nous  avons  défini  plus  haut,  et 
décomposons-le  en  facteurs  irréductibles.  A  chacun  des  n-  ions  corres- 
pondra un  de  ces  facteurs,  qui  sera  de  degré  p  et  qui  sera  élevé  à  une 
puissance  égale  il  p  si  le  système  est  semi-simple  et  supérieure  à  p  dans 
le  cas  contraire. 

Tels  sont  les  résultats  de  .M.  Carlan.  Voyons  conim.'nl  ilspeu\eiit 
être  appli(jués  à  la  théorie  des  groupes. 

Considérons  un  groupe  d'ordre  fini  G  ;  aux  dilTérentes  subslitutions 
faisons  correspondre  des  unités  complexes,  dont  la  loi  de  iiiulliplica- 
lion  soit  la  même  que  celle  des  subslilulions.  Je  veux  din-  que,  si  les 
unités  Ciy  Cj,  e^  correspondent  respectivemenl  aux  sub-tiliiliuiis  7,, 
Gj,  (7,a-y,  on  ait 

''.'V  =  ''*• 

Cette  loi  est  évidemment  associative.  Envisageons  le  svsième  d.- 
nombres' complexes  S  engendré  par  ces  unités  et,  d'abord,  formons 
réipiatioii  caractéristique  et  le  déterminant  \{.r)  correspondant,  ainsi 
que  la  subslitnlioii  linéaire  T(.<). 

Soit 

il  vii'iil 


-■  ^  -^Ok '', ,         ^j-^ •'■,/*         (. t'y  =  f, 


','■*  »• 
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Convenons  d'adopter  la  notation  si  commode  de  M.  Frobenius  et 
de  poser 

"t'e  =  *■>.*       si         e.=  e;V,; 

la  Iraiisfoniiatioii  r(./,)  s'écrira 

de  telle  sorte  que  l'élément  de  la  A'*'"''  colonne  et  de  la  j"'"'^  ligne 
dans  A(.x)  sera  Xj,,. 

Ce  déterminant  A(.r)  sera  donc  un  de  ceux  que  M.  Frobenius  appelle 
détcrmiiiunts  de  groupe;  nous  eu  avons  vu  plus  haut  un  exemple  au 
paragraphe  3. 

Ainsi  l'on  voit  déjà  apparaître  un  lien  entre  les  travaux  de 
^  M.  Cartan,  ceux  de  M.  Frobenius  et  la  question  qui  nous  occupe  ici. 

Observons  qu'il  y  a  dans  le  système  S  certains  nombres  i  qui 
jouissent  de  la  pi'opriété  d'être  commulables  à  tous  les  nombres  du 
système;  je  veux  dire  que  l'on  aura 

\x  =  x^, 

X  étant  un  nombre  quelconque  du  système  S. 

Nous  savons,  en  effet,  que  les  substitutions  du  groupe  G  se  répar- 
tissent en  un  certain  nombre  de  classes,  de  telle  façon  que  toutes  les 
transformées  d'une  même  substitution  par  toutes  les  substitutions 
de  G  appartiennent  à  une  même  classe. 

La  somme  de  toutes  les  unités  complexes  correspondant  aux 
diverses  substitutions  d'une  même  classe  sera  un  nombre  commutable; 
el  tous  les  nombres  commutables  seront  des  comlnnaisons  linéaires 
des  nombres  ainsi  obtenus. 

Ces  nombres  commutables  formeront  évidemment  un  sous-système 
de  nombres  complexes  à  multiplication  commutative.  C'est  ce  sous- 
syslèmc  que  M.  Frobenius  a  étudié  dans  son  premier  Mémoire  |  Uebcr 
Gvuppencharaklcrc  yShzungsberichlc  de  Berlin,  t.  II,  i89())|. 

Cela  posé,  on  peut  se  demander  si  le  système  S  est  semi-simple  au 
sens  de  M.  Cartan.  La  réponse  doit  être  affirmative;  en  ell'el,  s"il 
n'était    pas    semi-simple,    il   conliendiait    vin    sous-système  iuvariaut 
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psf^tulonul.   Or,  si  un  pareil  sous-systcnie  existait,  il  contiendrait  au 

moins  un   nombre  commulable.  Soit,  en  efTet,  x  =N  .r,^-,  un  nombre 

(|iuli<)iu]Mt'  fie  ce  sous-syslèine.  Tous  les  coefficients  a:,  ne  peuvent  pas 
être  nuls. 

Supposons  donc  Xa.-ïg. 

Soit  (7;t  la  substitution  de  G  qui  correspond  à  l'unité  <?^,  et  dési- 
fjnons  [)ar  <?;^'  l'unité  qui  correspond  à  la  substitution  inverse  q\\  Nous 
aurons 

Cke'k    =  <'^-, 

<\  rlanl  riinilé  fjui  correspond  à  la  snl)>tiliilioii  idcnlique.  Le  noicd>rr 


fait  partie  du  sous-système,  puisque  ce  sous-système  est  invariant. 
Dans  ce  nomliic  complexe,  le  coefficient  de  (\  est  égal  à  x».  De  mémo 
les  noiiibres 

(on  <•  j  est  une  (pn-lcoiuiiK- de  nos  unilés)  feront  partie  du  sous-système 
et  le  coefficient  de  c,  sera  éj^al  à  .i\.  lùilin  lo  nombre 

r =2 ''Z  •'■''* '''^ 

fait  j>arlie  dn  sous-systènie;  //  dn-rait  ilorir  être psruiloiiul;  d'ailleurs 
le  coefficient  de  ('^  est  égal  à  rx^  (r  étant  l'ordre  du  groupe  G  )  et,  |)ar 
conséquent,  difiérent  de  zéro.  Donc  le  nombre  y  n'est  pas  nul.  De 
plus,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  nombre  y  est  commulable. 

Si  donc  il  y  avait  un  sous-svsléme  invariant  p>iMid<inul,  il  v  aurait 
un  nombre  commutable  pseudonnl. 

Oi'  M.  Frobenius  a  montré  (|u'il  n'y  avait  |'as  «le  ncmibre  commu- 
table |>seiid(jnul,  ou  plutôt  il  a  nionlié,  ci'  qui  revient  au  même,  (jue  le 
déterminant  de  certaines  quantités  qu'il  appelle  les /^aji  n'est  pas  nul 
(toc.  cit.,  p.  gcjo  et  991  ). 

Donc  le  système  S  est  semi-sirri|)le  et  lédiiclibli' à  un  certain  nombre 
de  p^  Ions,  (^r  on  conclnia  iniiiHili  itemenl   ipie  cbaipie  facti-nr  irré- 


11.     POINCARE. 


cluctible  du  déterminant  A(x)  est  afTecté  d'un  exposant  égal  à  son 
degré.  C'est  le  théorème  fondamental  établi  d'une  manière  un  peu  dif- 
férente par  M.  Frobenius  dans  son  second  Mémoire  [Ueber  die  Prin- 
faclorender  Gruppendclerminante  (Sitz.  de  Berlin,  t.  II,  1896)]. 

Chaque  p-  ion  contient  un  nombre  commutable  et  un  seul  ;  si,  en 
effet,  les  unités  c'^,^  de  cep-  ion  sont  choisies  de  telle  sorte  que 


^ij^  jl  —  ^iV 


^\/'l/=«        O'</0> 


le  nombre 

e;, +  «;,+... +6';^ 

sera  commutable  à  toutes  les  unités  du  p-  ion,  et  il  n'y  en  aura  pas 
d'autres. 

Il  sera  d'ailleurs  commutable  également  aux  unités  des  autres 
p-  ions;  car  nous  savons  que  le  produit  de  deux  nombres  appartenant 
à  deux  jo'-  ions  différents  est  toujours  nul. 

On  peut  conclure  de  là  qu'il  y  a  précisément  autant  de  p-  ions  (ou 
autant  de  facteurs  irréductibles  de  A)  qu'il  y  a  de  nombres  commu- 
lables  distincts,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  de  classes  de  substitutions  dans  le 
groupe  G. 

Cela  posé,  on  peut  appliquer  au  système  S  les  procédés  de  M.  Car- 
tan  et  choisir  de  nouvelles  unités 

de  façon  à  réduire  le  système  autant  que  possible.  On  aura 

la  sommation  sétendant  aux  différentes  valeurs  de  p  correspondant 
aux  différents  p-  ions  ;  et  les  unités  de  chaque  p-  ion  seront  choisies  de 
telle  sorte  que 

et  que  le  produit  de  deux  unités  appartenant  à  deux  p-  ions  différents 
soit  nul. 
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Que  devient  alors  la  substitution  linéaire  T(x);  elle  se  transforme, 
comme  on  l'a  vu,  en 

T'(^)  =  L'-'T(x)U, 

U  étant  la  substitution  linéaire  qui,  clans  un  même  nombre  complexe, 
lie  les  coeflicients  des  nouvelles  unités  e'  à  ceux  des  anciennes  unités  <-; 
et  alors  on  voit  que  la  substitution  T'(a)  se  décompose  en  plusieurs 
substitutions  linéaires  simultanées. 

Désignons  les  unités  nouvelles  c'  par  une  notation  à  trois  indices 

le  premier  indice  représente  le  numéro  du  jr  ion  auquel  appartient 
l'unité,  les  deux  autres  indices  distin^Mient  les  unes  des  autres  les 
diverses  unités  d'un  même/)'-  ion.  La  loi  de  multiplication  est  alors 

tous  les  autres  produits  étant  nuls.  Dans  certains  cas,  le  premier  indice 
deviendra  inutile  et  nous  le  supprimerons;  quand  il  n'y  aura  que  deux 
indices  ce  sera  donc  le  premier  indice  qui  aura  été  supprimé. 
Cela  posé,  soit 

-  =  •':>'  — 2  ^=«?ï''»?Y- 

Il  s'agit  détudicr  la  transformation  T'(a)  <pii  change  les  y  en  z  . 
On  trouve 

la  sommation  s'étendant  auv  dillérentes  valeurs  de  o. 

Ainsi  les  variables  -'  dépendront  unifpiement  des  variables  >' qui  ont 
même  piemier  indice  et  même  dernier  indice,  ce  cpii  montre  que  la 

transioi  iiiiilinn  T'(x)  se  décompose  en  V/'  transformations  linéaires 
partielles  à  p  \ariables. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  loiiic  I\.  —  l-'.ibc.  Il,  ly.t.  2^ 
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J'observe  que  si  je  conserve  Tindice  a  et  que  je  change  l'indice  y,  les 
coefficients  .r'^^;^  ne  changent  pas.  Les  variables  y!,,-^  subissent  donc  la 

même  transformation  linéaire  que  les  variables  jK^îy-  '^•'^  '^P  substi- 
tutions linéaires  partielles  sont  donc  identiques/»  k p. 

Nous  devons  nous  poser  maintenant  une  question.  Quand  arrivc-l-il 
que  le  déterminant  A(j;)  est  nul  ainsi  que  tous  ses  mineurs  des  /.  —  i 
premiers  ordres"?  Kn  effet,  nous  avons  vu  au  paragraphe  3  que  le  déter- 
minant de  groupe  formé  parles  quantités  que  nous  avons  appelées  /',(^) 
devait  satisfaire  à  cette  condition. 

Si  le  déterminant  A(a:)  y  satisfait,  il  en  sera  de  même  du  détermi- 
nant de  la  substitution  T'(a::)  qui  n'en  est  qu'un  transformé. 

Considérons  notre  a"'™''/»-  —  ion  et  supposons  que  ce  soit  un />^  —  ion. 
Supposons  que  le  déterminant  des  pi  quantités  x'^^^  soit  nul  ainsi  que 
ses  mineurs  des  A^ —  i  premiers  ordres,  mais  que  les  mineurs  d'ordre 
supérieur  ne  soient  pas  tous  nuls. 

Envisageons  l'équation  xy  =  o  ([ui  peut  s'écrire 

Considérons  en  particulier  celles  de  ces  équations  qui  se  rapportent 
à  une  valeur  donnée  de  a  et  à  une  valeur  donnée  de  y;  elles  sont  au 
nombre  de  /?«  correspondant  aux  différentes  valeurs  de  l'indice  ^. 
Comme  les  mineurs  du  déterminant  des  x'  sont  nuls  jusqu'à  l'ordre 
Aa  —  I  ;  parmi  ces  équations,  /j^  —  /i\  seulement  sont  distinctes,  de  sorte 
que  nos  pa,  inconnues  j)V:y  dépendront  encore  de  A^  arbitraires;  il  en 
sera  de  même  des  p^  inconnues  j'âss)  de  sorte  que  les  pi  inconnues  y' 
relatives  à  notre  a'''""  p--ion  dépendent  de  A^/Ja  arbitraires  et  (pie  les 
r  inconnues  y'  dépendent  en  tout  de 

arbitraires. 

En  d'autres  termes,  le  déterminant  de  T'(.r)  [et  par  conséquent 
aussi  le  déterminant  A  (a;)]  sera  nul,  ainsi  que  ses  mineurs  des  k  —  i 
premiers  ordres. 
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En  d'autres  termes  encore,  l'écjnalinn  xv  =  <>  admet  /»•  solutions  dis- 
tinctes, de  sorte  qu'on  a 


(î)  _       _ 


.vy  '  =  xy  "  ^ . . .  =  xy"'  =  o, 

y,  y->,  ...,  y""'  étant  A  nombres  complexes  Hm'ain-menl  indépen- 
dants, c'est-à-dire  que  x  est  /.  fois  diviseur  de  z<''io. 

Si  nous  multiplions  x  par  r  nombres  complexes  quekontpies  linéai- 
reiiieiit  indépendants,  les  produits  obtenus  ne  seront  pas  linéairement 
indépendants,  puisque  nous  venons  de  voir  que  /i  de  leurs  combinai- 
sons linéaires  sont  nulles;  parmi  ces  produits,  r  —  k  seulement  seront 
distincts. 

Donc  a;  fait  partie  d'un  sous-systriiie  semi-invariant  à  droite  de  r  —  A 
nombres. 

De  même,  x  fera  partir  d'iiii  sous-système  semi-invariant  à  ;,'auche 
de  r  —  A  nombres.  Mais  il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  x  fait  partie 
d'un  sous-système  invariant  de  r  —  A"  nombres,  car  ces  deux  sous- 
systèmes  semi-invariants  ne  sont  pas  identicjues.  Du  reste,  nous  n'en- 
visagerons ici  que  des  sous-systèmes  semi-invariants  à  droite. 

Nous  pourrons  dire  «pi'un  sous-système  semi-invariant  5  de  /i 
nombres  est  premier  qu nu d  il  ne  contiendra  aucun  sous-svstème  semi- 
invaiianl  île  moins  de  //  nombres,  d'où  il  suit  (ju'on  peut  reproduire 
tous  les  nombres  du  sous-système  .y  en  multipliant  un  nombre  quel- 
foiiquc  X  de  ce  sous-système  par  les  di\ers  nombres  complexes  y  du 
système  S.  Car  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  ceux  des  nombres  de  s  (|u"on 
obtiendrait  en  nuillipliant  x  par  les  divers  nombres  de  S,  ne  reprodui- 
sant pas  le  sous-système  .v  tout  entier,  formeraient  un  sous-syslèni'- 
semi-invariant  de  moins  de  h  nombres  contenu  dans  s. 

Dans  un  sous-syslèmc  semi-invariant  premier  .s,  tous  les  coeffieienls 
■'âiîô  <!"'  ""^  sont  pas  nuls  ont  nuMue  premier  indice  a  (et  correspondent 
par  conséquent  à  un  même  p'^  ion  ).  Kt,  en  ellVl,  supposons  qui!  y  ait 
dans  s  îles  nondjres  où  deux  coi-llicienls  x'  <lont  les  pivmicrs  indici-s  a 
ot  X  scjii'iit  dillérents,  et  cpii  ne  soient  pas  nuU.  .Miilliplinii>  ces 
nombres  par  des  nombres  cimiplexes 
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OÙ  tous  les  coefficients  y'  soient  nuls,  sauf  ceux  dont  le  premier  indice 
est  a;  dans  les  produits,  les  coefficicnls  seront  aussi  tous  nuls,  sauf 
ceux  dont  le  premier  indice  serait  «,  et  ces  produits  formeront  un 
sous-système  semi-invariant  conleiui  dans  s;  donc  s  ne  serait  pas  pre- 
mier. 

Je  dis  maintenant  que,  dans  le  sous-système  premier  s,  il  y  a,  entre 
les  pi  coeflicionls  .r^p?,  des  relations  linéaires  distinctes  de  la  forme 

(i)  ^^?^\?ô'=o, 

où  les  Ap  sont  des  coefficients  constants  ne  dépendant  pas  des  x'  ni  du 
second  indice  ù,  et  que  ces  relations  sont  au  nombre  de  ^,  —  i,  de 
sorte  que,  finalement,  le  sous-système  se  compose  de  p^  nombres 
distincts. 

Et,  en  effet,  soit  X  un  nombre  quelconque  de  notre  sous-système 
premier  s;  tous  les  nombres  du  sous-système  pourront  être  obtenus  en 
multipliant  l'un  quelconque  d'entre  eux  par  d'autres  nombres  com- 
plexes, sans  quoi  ceux  qu'on  pourrait  obtenir  de  cette  façon  formeraient 
un  sous-système  semi-invariant  contenu  dans  s. 

Considérons  les  nombres  Xe^^^;  ils  font  tous  partie  de  s,  ils  ne 
peuvent  pas  être  tous  nuls,  et,  en  clfet,  si  l'on  pose 

il  vient 

X  =  X.",  =2  C^Py^^'ï^y- 

Les  termes  où  le  premier  indice  n'est  pas  éf::al  à  a  sont  déjà  tous  nuls  : 
si  ceux  où  ce  premier  indice  est  a  étaient  éj^alemcnt  tous  nuls,  il  fau- 
drait que  X  fût  nul. 

Soit  donc  Xe^p^^o;  le  sous-système  s  pourra  être  obtenu  en  multi- 
pliant Xf^py  par  un  nombre  complexe  quelconque.  On  obtient  ainsi  le 
sous-système  semi-invariant 

qui  se  compose  de  p^  nombres  et  ([ui  doit  être  identique  à  .?. 
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Je  dis  mainlcnaril  que  loiil  système  semi-invariant  non  premier 
peut  être  décomposé  en  plusieurs  sous-systémes  semi-invariants  pre- 
mieis  n'ayant  aucun  nombre  en  commun  et  dételle  façon  que  tout 
nombre  du  sous-système  total  [)uisse,  dune  manière  et  d'une  seule,  èlr<- 
regardé  comme  une  somme  de  nombres  appartenant  au\  divers  sous- 
systèmes  composants. 

Soit  en  eiïet  X  un  nombre  appartenant  à  un  sous-système  semi- 
invariant  .y  non  |)remiei';  nous  aurons 

^^'"  ^'^â?Y  appartient  à  s  et  appartient  en  même  temps  au  sous-sys- 
tème premier  formé  des  nombres  X^'^pj  (^  =  i ,  2,  . . .,  n,). 

Dans  ses  derniers  .Mémoires  parus  dans  les  Silzuni(sh,'rirli(,-  d,- 
Herlin  de  i«()()  à  1901  et  intitulés  DarslcUunii  dcr  (iruppcn  durrh 
Inicare  Trari.s/ornialionrn,  M.  Krobenius  clierche  à  former  les 
^'roupes  de  substitutions  linéaires  isomorphes  à  un  groupe  fini  donné. 
Ce  problème  pourrait  être  résolu  en  s'appuyant  sur  l.-s  principes  sui- 
vants : 

hoient  ;,,  ;2,  . . .,  P„  des  variables  indépendantes  et  0  un  polynôme 
linéaire  et  homogène  par  rappoit  à  ces  variabl.-s.  Soit  7,  une  substitu- 
tion (pielcon(|iic  de  (i  et  r^  l'unité  complexe  correspondante.  Soit  G' un 
groupe  de  substitutions  linéaires  entre  les  n  variables  ;,  isomorphe  ù  G, 
e!  rs'.  la  substitution  de  G'  correspondant  à  7,;  soit  9e,-  ce  que  devient 
le  polynôme  9  par  cette  substitution. 

S  il  n'y  avait  entre  les  fonctions  linéaires  or,  aucune  relation  linéaire, 
le  groupe  iV  pourrait  être  ramené  à  un  groupe  de  permutations  entre 
les  or,,  et,  plus  généralement,  l'étude  du  groupe  (i'  peut  se  ramener  à  , 
celle  des  relations  linéaires  entre  les  z.(\. 

Soit  X  =:^  X,  r,  un  nombic  complexe  ipielcoiiipie;  nous  poserons 
9X     VX,9f„ 

et  alors  les  relations  linéaires  cherchées  seront  de  la  forme 

sX  =  o. 
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Il  nous  suffira  de  remarquer  que  l'ensemble  des  nombres  X  qui 
satisfont  à  cette  relation  forme  un  sous-système  semi-invariant  à 
gauche,  et  que,  inversement,  étant  donné  un  sous-système  semi-inva- 
riant à  gauche,  on  peut  s'en  servir  de  cette  façon  pour  définir  un  groupe 
linéaire  G'  isomorphe  à  G. 

§  6.  —  Applications  du  théorème  de  Frobenius. 

Reprenons,  comme  dans  les  paragraphes  2  et  3  :  i"  notre  groupe 
fini  H  d'ordre  /n;  2"  nos  groupes  fuchsiens  G  et  G' et  les  fonctions 
fuchsicnnes  correspondantes;  3°  les  intégrales  de  première  espèce  K(-) 
et  les  intégrales  de  seconde  espèce  P(:;,a).  Conservons  les  mêmes 
notations,  de  telle  sorte  que  a  désigne  une  substitution  de  G  et  S  une 
substitution  de  G'. 

Envisageons  d'autre  part,  comme  au  paragraphe  5,  le  système 
d'unités  complexes 

(1)  6',,      e.,      ...,     c„, 

correspondant  au  groupe  H,  de  sorte  qu'à  chaque  substitution  de  G 
corresponde  une  substitution  de  II  et,  par  conséquent,  une  des  uni- 
tés (1).  Supposons  qu'on  ait  réduit  le  système  de  nombres  complexes 

correspondant,  que  j'appellerai  le  système  2_,i  '•^  ^^  forme  canonique 

(en  le  décomposant  en  p-  ions),  et  soient 


les  nouvelles  unités  complexes,  le  triple  indice  ayant  même  significa- 
tion que  plus  haut. 

Nous  emploierons  les  notations  suivantes  :  soit  F(-)  une  intégrale 
abélienne  quelconque  combinaison  des  K(j)  et  Pv^,a);  consi- 
dérons 

a,  étant  une  substitution  de  G.  A  cette  substitution  correspondra  une 
unité  complexe  e,,  mais  à  cette  unité  correspondront  plusieurs  substi- 
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lutlons  de  G  que  j'appellerai  7,.,  r;'.,  etc.,  el,  j)ar  conséquent,  plusieurs 
inléf,-niles  Ffrcr/'),  Fizi'r'),  etc.;  mais  (ou/es  ces  intégrales  ne 
différeront  les  unes  des  autres  que  par  des  constantes;  car  on  aura 
'^i=  •3',  S,  S  appartenant  à  G'.  Si  donc  je  conviens  de  poser 

la  fonction  F(r)e,-  sera  définie  à  une  constante  près. 
Soit  maintenant 

je  loiivicmlrai  de  poser 

¥{z)X='^\,\V^z.)e,]. 
Nous  aurons 

\V{z)e,\e,=  [V{z',y)\e,=  F(.-a;'^:')  =  ¥{z){e,e,\ 

puisque  a, 7*  correspond  à  f',^-*;  et  plus  généralement 

fF(.)XlY  =  F(r)(XY), 

de  sorte  que  je  pourrai  écrire  siuqileinent  F(:;  )XV. 

Autre  remartiue  :  si  F(-)  est  une  intéf,'rale  de  première  espèce,  ou 
se  réduit  à  luir  fonction  algébricpie  (je  veux  dire  une  fonction  algé- 
hriiiiie  il-  .,■  ,t  ()<•  j  et,  par  consétpieut,  une  fonction  fuclisienne  de  z), 
ou  se  réduit  à  une  constante,  il  en  sera  de  même  de  F(  z)\. 

Si  nous  ra[)[)roclions  ces  deux  remarques,  nous  verrons  que,  si  Ion. 
considère  une  fonction  F(r)  quelconcpie,  rensemhle  des  nombres  X 
(|ui  seront  tels  que  la  fonction  F(r)X  jouisse  de  Tune  de  ces  trois  pro- 
priétés formeront  un  sous-système  semi-invariant  à  droite;  car  il  est 
clair  que,  si  F(  z  )X  jouit  d'une  de  ces  propriétés,  il  en  est  de  même 
lie  F(  ;  iX^  ,  rpiel  (pie  soit  le  nombre  "\  . 

l'ar  exemple,  nous  avons  q  intégrales  de  première  espèce  K(;): 
supposons 
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et  considérons  les  ni  intégrales  : 

(o)  K(.-^.).    i^(--^0.    ■■■>    i^(-^«); 

il  y  aura  entre  elles  au  moins  m  —  q  relations  linéaires  distinctes.  Or 
une  combinaison  linéaire  quelconque  des  intégrales  (2)  peut  s'écrire 
d'après  notre  nouvelle  notation 

K(s)X, 

X  étant  un  nombre  complexe  du  système  ^^.  Parmi  ces  combinaisons, 

il  y  en  aura  ^pour  le  moins  m  —  q)  qui  se  réduiront  à  des  constantes 
et  les  nombres  X  correspondants  formeront  un  sous-système  semi- 
invariant. 

Supposons  que,  parmi  les  intégrales  (2),  il  y  en  ait  q'  qui  soient 
linéairement  indépendantes  ;  le  nombre  q'  sera  au  plus  égal  au  genre  q  ; 
d'où  q'^q- 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  sous-système  semi-invariant  formé  par  les 
nombres  X  tels  que  K(^)X  =  const.  comprendra  précisément  ni  —  q' 
nombres  complexes  linéairement  indépendants. 

Considérons  maintenant  l'ensemble  des  nombres  X  tels  que  l'on  ait 
à  la  fois  [pour  toutes  les  intégrales  (2)]  : 

K(sa-,)X  =  const.,      K(r(7o)X  =  const.,      ...,      K(:;!7,„)X  =  const. 

Cet  ensemble  formera  un  sous-système  non  plus  semi-invariant, 
mais  ini'ariant,  car  il  est  clair  qu'on  aura 

K(^)YX  =  const.,         K(:;)YXZ  =  const., 

Y  et  Z  étant  deux  nombres  complexes  quelconques. 

Cela  posé,  nous  dirons  qu'une  intégrale  de  première  espèce  K(:;) 
appartient  à  un  p-  ion  11  si  l'on  a 

K(:;)X  =  const., 

X  étant  un  nombre  complexe  quelconque  faisant  partie  d'un  p^  ion 
autre  que  H,  et  si  la  même  relation  n'a  pas  lieu  pour  tous  les  nombres 
complexes  de  II. 
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Il  résulte  de  celte  déliiiilion  que  toute  intégrale  de  première  espèce 
peut  être  regardée  connue  la  somme  de  [)lusieurs  autres  dont  chacune 
appartient  à  un  p-  ion  délcrniiiié. 

Soit,  en  elFet, 

celte  intégraJi',  nous  pouvons  écrire  : 

(\  =  X,  -I-  \,  -r  .  .  .  -i-  \,, 

chacun  des  nomjjres  \,  faisant  i)arlie  dun  p*  ion  déterminé.  Nous 
aurons  alors 

Alors  K(z)X,ou  bien  se  réduira  à  une  constante  ou  appartiendra 
au  même p'^  ion  que  X,;  car  on  aura  évidemment 

K(z)\,\t,--^  consl., 

si  Xa  lait  partie  dun  autre  p^  ion  que  X,,  puis(jue  alors  on  aurait 
X,X^=  o,  et,  d'autre  part,  si  X,  et  \,,  font  partie  du  nième  p^  ion,  on 
n'aura  pas  la  même  relation,  (piel  (pie  soit  X/,  puisqu'il  y  a  un  nond)re 
Xa  tel  «pie  X,Xa=  X,. 

|-lxaminons  maintenant  ce  qui  se  passe,  s'il  y  a  des/:*"  ions  auxquels 
n'appartient  aucune  intégrale  de  première  espèce,  et  il  y  en  aura  for- 
cément si  rn  >  q.  Soit  X  un  nombre  d'un  de  ces  p-  ions  et  K.(^  ;)  une 
intégrale  quelconque,  on  aura  : 

{'i)  K^^c)X  —  consl. 

Considérons  les  périodes  de  nos  intégrales;  les  périodes  de  K^^;?,  '  i 
seront  des  combinaisons  linéaires  à  coeflicienls  entiers  de  celles 
de  K(;)  et  les  coefficients  entiers  de  ces  cond)inaisons  pourront  être 
déterminés  comme  nous  l'avons  vu  au  paragraphe  3.  Celles  de  K(^r)X 
seront  encore  des  combinaisons  linéaires  de  celles  de  K(;^;  mais  les 
coeflicienls  ne  seront  plus  entiers;  ces  coeflicienls  toutefois  seront  aisés 
à  déterminer,  puisque  ce  seront  à  leur  tour  des  combinaisons  linéaires 

Jouin.  de  Math,  (à*  scric),  loiiic  I\.  --   TdsC.  II.   fjui.  -^ 
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il  cocriicionts  entiers  des  coeflicienls  X,  du  nombre  complexe 

Si  alors  co  est  une  pi-riode  de  K(r)  et  si  wX  est  la  période  corres- 
pondante de  K(;)X,  alors,  en  vertu  de  (3),  on  aura  : 

Cl  )  co  X  :=  O  . 

La  relation  (4)  est  une  relation  linéaire  entre  les  périodes  de  K(x;) 
et,  d'après  nos  hypothèses,  ces  relations  doivent  avoir  lieu  pour  toutes 
les  intégrales  K(^). 

Or  nous  savons  qu'il  existe  q  intégrales  admettant  chacune  'iq  pé- 
riodes. 

Parmi  ces  périodes  q  peuvent  être  choisies  arbitrairement;  il  y 
a  donc  entre  les  2  q  périodes  q  relations  qui  restent  vraies  pour  toutes 
•les  intégrales  et  il  n'y  en  a  que  q. 

Ces  relations  sont  bien  connues.  Si  K(::)etK'(;)  sont  deux  inté- 
grales quelconques,  on  sait  qu'il  y  a  entre  les  périodes  de  ces  deux 
intégrales  une  relation  bilinéaire  à  coefficients  entiers,  dite  de  Rie- 
mann,  qui  s'écrira,  par  exemple: 

W,  w', W^,CO.,  +  WjCo'j  —  Ci)^  Co'^  -t- .  .  . -I-  Woy_,  w'„^  —  W^yOj'^y^,  =  o, 

si  les  Cl),-  sont  les  périodes  normales  de  K(:;)  et  les  w,.  celles  de  K'(5). 

Si,  dans  ces  relations  bilinéaires,  on  prend  pour  K'(::)  successive- 
ment q  intégrales  de  première  espèce  linéairement  indépendantes,  on 
aura,  entre  les  périodes  de  K(^),  q  relations  linéaires  distinctes  et  qui 
resteront  les  mêmes  quelle  que  soit  l'intégrale  K(j).  Il  ne  peut  y 
avoir  d'autre  relation  linéaire  entre  ces  périodes. 

Donc,  de  deux  choses  l'une  :  ou  bien  la  relation  (4)  sera  une  iden- 
tité, et  alors  tous  les  coefficients  de  cette  relation  devront  s'annuler,  ce 
qui  nous  donnera  un  certain  nombre  de  relations  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers  entre  les  X,-  (c'est-à-dire  entre  les  coefficients  du  nombre 


complexe   X=VX,r,j,  qui  seront  vraies  pour  tous  les  nombres 
complexes  du  p-  ion  considéré. 
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Ou  bien  la  relation  (f\)  est  l'une  des  relations  dont  nous  venons  fie 
parler,  que  l'on  obtient  à  l'aide  d'une  inléj,Malc  K'(-)  et  dont  les  c(jef- 
ficienls  sont  des  périodes  de  celte  intéjiiale  K.'(;;);  et  alors  il  y  aura 
une  inlêgrale  de  première  espèr.c  dont  les  périodes  seront  des  com- 
binaisons linéaires  à  coefficients  entiers  des  \,. 

l'our  savoir  lequel  de  ces  deux  cas  se  présentera,  je  considén-  i'inli  - 
f^rale  de  seconde  espèce  P(s,  a)  et  je  forme 

V{z,a)\. 

On  (lénidiiliriail  de  l;i  iiiriiic  iiiiiriière  :  i"  (pie  les  nombres  \  tels 
que  l*(c,  «)\,  soit  une  louction  alj^ébrique,  forment  un  sous-sysléine 
semi-invariant  à  droite;  2"  que  les  nombres  \  tels  que  tous  les 
I'(;t,  a)X,  soient  des  fonctions  alj,'ébriques,  forment  un  système  inva- 
riant; 'i"  ([u'une  intégrale  de  seconde  espèce  cpielconque  [)eut  toujours 
être  décomposée  en  une  somme  d'une  fonction  algébrique  et  de  jilu- 
sieurs  intégrales  de  seconde  espèce  appartenant  cbacune  à  un /<-  inn 
déterminé. 

Il  cniiviiiil ,  bien  entendu,  de  dire  que  l*(:,  a)  appartient  au 
p-  ion  II,  ^i  l'(  ;,  a)\  est  algébri([ue  quand  X  est  un  nombre  complexf 
(luelcompic  faisant  j)artie  d'un  p-  ion  autre  que  II  et  si  cela  n'est  |)lus 
vrai  (piaiid  \  fait  partie  de  II  (ou  du  moins  pour  tous  les  nombres  coin- 
|)le\es  \  faisant  partie  de  H). 

Soit  alors  un  p-  ion  auquel  n'appartienne  aucune  intégrale  de 
seconde  espèce;  soit  9(a)  l'une  des  périodes  de  Vi^z.a)  et  ç.(«)\  la 
jiéiiode  coriespoiidanic  de  l'(r.  «)\,  «m  de\ia  a\nir 

{\his)  9(a)\  =  o, 

\  étant  un  nombre  qnclioïKpii'  du  /<-  ion  cnvi-agé  et  (pielle  cpie  st>ii 
l'intégrale  V{z,a). 

La  relalion  (4  bis)  est  une  relation  linéaire  entre  les  périotles  <li- 
r(r,a)  formée  avec  ces  périodes  comme  la  relation  {.\)  l'était  avec 
celles  de  K.(j).  Mais  ces  périodes  d'une  intégrale  de  deuxièiiie  espèce 
peuNeut  être  iboisies  arbitrairement. 

I  )niic  lu  ivlalion  {^!\  his )  est  une  identité,  rt  il  en  est  de  même  de  la 
l'claliiiu  (  1  ). 
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On  est  donc  clans  le  premier  cas  et  il  y  a  entre  les  X,  des  relations 
lin(''aires  à  coefficients  entiers. 

Soit  maintenant  unp-  ion  auquel  n'appartienne  aucune  inlég^ralede 
première  espèce  et  auquel  appartienne  pourtant  une  intégrale  de 
deuxième  espèce.  Alors  la  relation  (4)  ne  pourra  être  une  identité, 
sans  quoi  il  en  serait  de  même  de  (4  bis)  et  P(~,  a)X  serait  algébrique 
(juclle  que  soit  P(r,  a),  contrairement  à  Fliypothèse. 

On  est  donc  dans  le  second  cas  et  il  y  a  une  intégrale  de  première 
espèce  dont  les  périodes  sont  des  combinaisons  à  coefficients  entiers 
des  X,. 

Nous  devons  donc  distinguer  trois  sortes  de  p-  ions  : 

Première  sorte  :  Tous  les  P(;,o)X  sont  des  fondions  algé- 
briques. 

Dei'xième  sorte  :  Tous  les  P(:?,  «)X  ne  sont  pas  des  fonctions 
algébriques,  mais  tous  les  K(^)X  sont  des  constantes. 

Troisième  sorte  :  Tous  les  K(^)X  ne  sont  pas  des  constantes. 

Plaçons-nous  à  un  autre  point  de  vue.  Considérons  les  unités  com- 
plexes (i)  f'i,  e.,,  .  . .,  e„,  :  elles  seront  liées  aux  unités  complexes  nou- 
velles e^^Y  par  des  l'clations  linéaires  à  coefficients  constants.  On  aura, 
par  exemple, 

^«Pt  =  2-^ '■'''■' 

et  les  coefficients  A,-  seront  des  nombres  algébriques.  Supposons  que 
pour  l'un  desp^  ions,  que  j'appellerai  le/?-  ionlla,  les  coefficients  A,  qui 
entrent  dans  les  expressions  des  unités  e'^^.^  soient  des  fonctions  ration- 
nelles à  coefficients  entiers  d'une  certaine  racine  'Ç  d'une  é(juation  algé- 
brique L  à  coefficients  entiers. 

Plus  généralement,  supposons  que  le/)-  ion  JI^  puisse  être  engendré 
par /j-  unités  fondamentales  e",  qui  pourront  être  différentes  des  unités 
canoniques  e'^^y,  et  que  l'on  ait 

les  A,-  étant  des  fonctions  rationnelles  de  Z. 
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Il  suffit  pour  cela  quo  le  nonil)re  commutable  qui  fait  partie  de  17, 
ait  ses  coefficienis  rationnels  en  "l.  V.n  cfTet,  on  obtiendra  les  nombres 
(le  Ha  en  niullipliiinl  ce  nombre  commutable  |tar  un  nombre  eomiilcxe 
(jiielcon([ue.  Si  nous  multiplions  ce  nombre  commutable  par  des 
nombres  complexes  entiers,  les  j)roduits  auront  leurs  coefficients 
rationnels  en  !^  et  Ton  pourra  choisir  les /r  uniirs  fondamentales  parmi 
les  produits  ainsi  obtenus. 

Soient  s'i  C",  ...  les  autres  racines  de  celte  «(piaiion  L.  Suit  li,  d- 
ipie  devient  A,  quand  on  y  remplace  ^  par  V  ;  il  existera  un  autre  p-  ion 
llj  dont  li's  unités  fondamentales  seront 

Les  D-  ions  Fia,  Hj  et  ceux  qu'on  formerait  avec  "Ç" comme  on  a 

formé  lis  avec  C,  seront  dits  conjugues. 

11  peut  arriver,  il  est  vrai,  que  11^,  H?  et  tous  les /^^  ions  conjupués 
se  confondent  en  un  seul  et  c'est  ce  qui  arrive  en  particulier  avec  les 
(pialernions  ordinaires  de  Ilamilton,  si  l'on  veut  faire  dériver  ces  qua- 
lernions  des  unités  canoniques  ^"^3^;  mais  si  Ton  ne  s'astreint  pas  à 
cboisir  ces  unités  canoniques  comme  unités  fondamentales,  on  peut 
toujours  supposer  que  tous  les  conjufjués  de  H,  sont  distincts.  11  suffit 
pour  cela  de  prendre  pour  unités  fondamentales/?-"  produits  du  nombre 
commutable  par  des  nombres  complexes  entiers. 

Je  dis  que  si  un  p''  ion  est  de  la  première  sorte,  il  en  sera  de  même 
de  tous  ses  conjuf,qu''s. 

V.n  ell'el,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour^que  II,  soit  de  la 
première  sorte,  c'est  que  la  relation  (/j),  pour  tous  les  nombres  de  ce 
//-'  ion,  se  réduise  à  une  identité,  c'est-à-dire  (pie  Ton  ait  iilrnlitiiir- 
iiirnt,  pour  toutes  les  unités  fondamentales  de  II,, 


(picllc  t\\u'  >oll  la  période  co  cboisie,  cest-ii-dire  enfin  que  l'on  ail.  pour 
tontes  ces  unités  fondami-ntales,  certaines  relations 

dont  les  coefficients  m,  sont  des  entiei-s  faciles  à  déterminer. 
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Mais,  comme  ces  coefficients  sont  entiers,  les  relations  devront  sub- 
sister quand  on  y  remplacera  ï,  par  "»';  on  aura  donc  encore 

de  sorte  que  Hj  sera  encore  de  la  première  sorte. 

Remarquons  maintenant  que  le  nombre  des  intégrales  de  première 
espèce  appartenant  à  un  p-  ion  (d'ordre  p)  est  toujours  un  multiple 
de  p.  Et,  en  effet,  parlons  d'une  intégrale  K(^)  quelconque  et  formons 
les  diverses  intégrales  K(^)X,  oùXestun  nombre  complexe  du/?* ion 
considéré;  il  y  en  aura  p-,  puisqu'il  y  a  p-  nombres  X  dans  le  p^  ion, 
mais  elles  ne  seront  pas  toutes  distinctes;  il  peut  y  avoir  en  effet  des 
relations  de  la  forme 

(j)  K(^)X -^  const. 

Nous  savons  que  les  nombres  X  jouissant  de  cette  propriété  forment 
un  sous-système  semi-invariant  à  droite  et  il  en  est  de  même  des 
nombres  X  jouissant  de  cette  propriété  et  faisant  partie  de  notre 
p-  ion. 

Or,  les  sous-systèmes  semi-invariants  faisant  partie  de  ce  p-  ion 
peuvent  être  décomposés  en  un  certain  nombre  de  sous-systèmes  semi- 
invariants  premiers  contenant  chacun  p  nombres.  Le  nombre  des 
relations  (5)  distinctes  sera  donc  un  multiple  de  p  et  il  en  sera  de 
même  pai-  conséquent  du  nombre  des  intégrales  K(;)X  distinctes. 

Nous  pouvons -dire  que  les  intégrales  K(-)  rfe'r^Vew/  de  l'intégrale 
K(s),  où  X  est  un  nombre  quelconque  du  p-  ion. 

Il  en  résultera  que  le  nombre  des  intégrales  distinctes  qui  dérivent 
d'une  même  intégrale  et  qui  apparlionnenl  à  un  même  /)-  ion  est  un 
multiple  de  p. 

Nous  dirons  qu'un  système  d'intégrales  est  fermé,  si  elles  appar- 
tiennent à  un  même  p-  ion  et  si  toutes  les  intégrales  qui  dérivent 
d'une  intégrale  du  système  font  également  partie  du  système.  Nous 
dirons  qu'un  système  fermé  eil  premiers  \\  ne  contient  aucun  système 
.  fermé  plus  petit. 

Je  dis  alors  qu'un  système  fermé  premier  quelconque  se  compose  de 
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p  iiilryralcs.  Je  n'ai  (jirà  n'-pélcr  les  raisonnements  que  j'ai  faits  au  pa 
ragraphc  5  à  propos  des  sous-sysli-nies  semi-invarianls  premiers.  Le 
système  étant  premier,  toute  intégrale  du  système  pourra  être  regardée 
comme  dérivant  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  K(;  ),  ou  encore  de 
'^(=)''â?r  I"  "lOJns  que  K(s)t''„SY  "e  se  réduise  à  une  constante];  mais 
cela  ne  peut  pas  être  vrai  de  tous  les  K{z)«\,^^^  sans  quoi 

K(--)  =  K(.).-.=2Ca?vK(.-)e;3, 

se  n'(liiii;iil  à  une  couslaiile.  Mais  les  intégrales  dérivant  de  ¥^{z)e'^^^ 
son!  les  intégrales 

K-(-)^'ap5  (0  =  1,2,...,  p), 

et  elles  sont  au  nombre  de/;.  c.   q.   k.    h. 

.le  dis  maintenant  qu'un  système  fermé  quelconque  peut  élre  décom- 
posé en  systèmes  premiers.  Car  si  K(-)  est  une  intégrale  quelcon(jue 
au  système,  on  peut  écrire 

K{z)  ---=  K(=)r,^^Ca^^K{z)i''^^^. 

1)  aillriirs  nous  pouvons  toujours  supposer  que  ces  systèmes  pre- 
miers sont  distincts,  c'est-à-dire  cjuil  n'y  a  entre  les  intégrales  de  ces 
systèmes  premiers  aucune  relation  linéaire,  sans  quoi  on  se  servirait  de 
ces  relations  linéaires  pour  éliminer  les  systèmes  premiers  qui  ne 
seraient  pas  distincts  des  autres. 

On  en  conclut  aisément  que  le  nombre  des  intégrales  d'un  système 
fermé  ipielconque  et,  en  particulier,  le  nombre  total  des  intégrales  dis-" 
lincles  appartenant  à  im  p''  ion  est  toujours  un  multiple  de  p. 

Examinons  maintenant  les  relatinns  entre  les  périodes.  Soit 

K(rS!7.'  )  -  K{za^' )  =  tôt',-, 
S  apparlcnanl  à  (  I'  et 


OiX=:^^Xi((x)l',) 
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si  ^  =  y]  ^i''r  Quels  sont  les  nombres  complexes  X  pour  lesquels  on  a 

0)  X  =  G  ? 

I"  Je  suppose  d'abord  que  wX  reste  nul  quelle  que  soit  l'inlé- 
gra/e  K  pour  une  substitution  S  donnée  de  G';  on  aura 

et,  si  Ton  prend  K'(;)  ^  K(r7^'  '), 

oj't',-  =  K(;Sa-^'  G~'  )  —  K( z'7~^'  a~'  )  =  coe^c,-, 
w'  X  =  _^  X,-  (  co  e/,  Ci  )  =  Lu  Cf,  X . 

Comme  on  doit  avoir  cu'X  =  o,  on  aura 

coc'a.X  =  o, 
et,  par  conséquent, 

wYX  =  o, 

quel  que  soit  le  nombre  complexe  \. 

Les  nombres  X  formeront  un  sous-systènic  scmi-iniarianf  à 
gauche. 

2"  Je  suppose  que  wX  reste  nul  pour  une  intégrale  K  donnée  pour 
taules  les  substitutions  S  de  G'. 

Alors 

by\ek  =  '^Xi(aeiek  =  ^\,{K{z?i'Jl'  a-'  )    -  K(;7-' a^' )]. 
Mais,  G'  étant  un  sous-groupe  invariant,  on  a 

S'  appartenant  à  G',  d'où 

=  yx,[K(.TS'a7';)-ku.T,')]. 
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C^r  lions  pouvons  poser 

K(-S'a,')  —  K.(zaT')  =  co't',-, 

cj'  étant  une  période  telle  (|ue,  d'après  notii-  li\  potlièse.  oj'X  soit  nul; 
on  aura  donc  : 

wXr'y;  :r:^2  X,(W>,)  =  CO'X  =  G. 

Donc  oie/i  et  wXY  seront  nuls,  \  étant  un  nombre  complexe  quel- 
conque. 

Les  nombres  X  formcroiil  un  sous-systènic  semi-invariant  à 
droite. 

Les  nombres  X  pour  lesipiols  coX  =  o  pour  toutes  les  intég^rales  K  {z) 
et  pour  toutes  les  substitutions  S  formeront  évidemment  un  système 
invariant;  ce  système  nous  est  déjà  connu,  puisrpril  est  formé  de  tous 
Ics/?^  ions  de  la  première  sorte. 

Nous  avons  vu  au  paragrapbe  3  qu'au  grou|io  If  sr  raltacbent  deux 
groupes  linéaires  remarquables;  étudions  ces  deux  groupes  de  la  façon 
que  nous  avons  expliquée  à  la  lin  du  paragrapbe  .'i  et  d'abord  le  groupe 
à  coefficients  entiers  que  subissent  les  périodes. 

Il  s'agit  de  recliercher  les  relations  de  la  forme  toX  -r  o,  qui  sont 
vraies  pour  toutes  les  intégrales  K(-)  et  pour  une  substitutions  don- 
née; d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  nombres  X  formeront  un 
sous-système  semi-invariant  à  gaucbe,  comprenant  d'abord  tous  les 
p^  ions  de  la  première  sorte  et  comprenant  encore  d'autres  nonabres 
complexes. 

De  plus,  on  peut  supposer,  vu  la  nature  du  groupe,  que  tous  les 
nondires  X  sont  entiers. 

Convenons  donc  de  dire  (piuu  ensembli'  de  nombres  complexes 
entiers  forme  un  sous-système  entier semi-imariant  à  gauelie  quand 
tout  nombre  du  sous-système  multiplié  à  gaucbe  par  un  no\\\\nc  eittier 
quelconque  du  système  total  fait  encore  partie  du  sous-système.  Alors 
les  nond)ies  X  formeront  uu  sous-systèiue  entier  semi-invariant  à 
gaucbe. 

Il  est  clair  que,  si  l'on  considère  un  p'  ion  et  tous  ses  conjugués, 
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leur  ensemble  formera  un  sous-système  invariant,  et  que  les  nombres 
entiers  de  ce  sous-système  formeront  un  sous-système  invariant 
entier.  Les  sous-systèmes  invariants  entiers  formés  de  cette  façon 
avec  les/)'* ions  de  la  première  sorte  feront  évidemment  partie  du  sous- 
système  des  nombres  X,  mais  ce  sous-système  comprend  encore 
d'autres  nombres  complexes. 

Ce  sous-système  des  nombres  X  peut  être  décomposé  en  sous- 
sy^tèmcs  semi-invariants  entiers  premiers,  si  j'appelle  ainsi  les  sous- 
systèmes  semi-invariants  entiers  qui  n'en  contiennent  pas  d'autre  plus 
restreint. 

Comment  peut-on  former  les  sous-systèmes  semi-invariants  entiers 
premiers?  Considérons  un  sous-système  semi-invariant  premier  non 
entier;  soit  I  ce  sous-système,  il  appartiendra  à  un  certain  p-  ion  II 
et  se  composera  de  p  nombres  distincts  (si  p  est  l'ordre  de  IT). 

Soient  S',  2",  ...  les  sous-systèmes  conjugués  de  S  (au  sens  aritli- 
métique  donné  plus  haut  à  ce  mot).  L'ensemble  des  systèmes  S,  2', 
S",  ...  formera  un  nouveau  sous-système  semi-invariant  qui  (à  l'in- 
verse de  ce  qui  arrive  pour  chacun  des  systèmes  partiels  S,  2',  . . .) 
contiendra  des  nombres  entiers.  Les  nombres  entiers  de  ce  système 
formeront  un  sous-système  semi-invariant  entier  que  j'appelle  S,. 

Voici  comment  on  peut  former  les  nombres  de  ce  sous-système. 
Soit  X  un  nombre  de  2,  dont  les  coefficients  X,  seront  les  fonctions 
rationnelles  de  la  quantité  algébrique  t  envisagée  plus  haut;  soient 
X',  X",   ...  les  nombres  conjugués  de  X,  où  "(  est  remplacé  par  T, 

"C", Soit  ensuite  R  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  'Ç  ;  soient 

R',  R",  ...  les  fonctions  correspondantes  de  Ç',  t",  ...  Le  nombre  com- 
plexe 

(X)  =  XR  +  X  R  -I-  X  R' - . . . 

sera  rationnel  cl,  en  le  multipliant  par  un  entier  ordinaire  convenable, 
on  obtiendra  un  nombre  entier  complexe.  On  obtiendra  de  la  sorte 
tous  les  nombres  du  sous-système  S,. 

Maintenant,  ce  sous-système  entier  est-il  premier?  11  me  suffit,  pour 
le  décider,  de  chercher  si,  en  multipliant  à  gauche  un  nombre  entier 
quelconque  du  sous-système  par  un  nombre  complexe  convenable,  on 
peut  retrouver  un  nombre  entier  quelconque  du  sous-système. 
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\otis|)ouvons  toujours  su[)|josor  que  tous  les  p-  ions  conjugués  de  II 
sont  distincts. 

Dans  ce  cas,  tous  les  nombres  X,  X',  X",  ...  apparlionnenl  à  des 
p^  ions  distincts.  Soient  alors  Y  et  Z  deux  noml>res  appartenant  au 
même  sous-système  que  X;  soient  S  cl  U  deux  fonctions  rationnelles 
de  ^;  soient  Y',  Y",  . . .,  Z',  Z",  . . .,  S',  S",  . . .,  U',  U",  . . .  leurs  con- 
juf^ués.  Les  nombres  Y  et  X'  appartenant  à  des  p-  ions  diiïcrents,  les 
produits  tels  que  Y\'  seront  nuls. 

Cela  posé,  considérons  les  nombres  complexes 

(Y)  =  YS  +  Y'S'-f-Y"S"4-..., 
(Z)  =  ZU  +  Z'U' 4- Z"U" -+-.... 

(  )m  aura  alors  : 

(YX)  =  YXRS  -h  Y'X  R'S'+  Y  X  R"S'  +. ... 

(  )r,  le  sous-système  semi-invarlanl  dont  fait  partie  X  étant  premier, 
on  |iciil  clioisir  Y  de  façon  que  YX  ou  YXUS  soit  égal  à  un  nombre 
quclc(iM(pic  du  sous-système;  nous  supposerons  donc 

YXRS  =  U, 

d'où,  on  cliarii^eant  'Ç  en  T,  C'j  •  •  -, 

VXR'S.-Z'L',         Y"X"R"S"-Z  L', 

et  iMiliii 

(Z)-(Y)(X). 

Or  (Z)  et  (X)  sont  deux  nombres  quelconques  du  système  il,  ;  ou 
peut  néanmoins  trouver  un  nombre  (\  )  qui,  multiplié  par  <^X;,  repro- 
duise (Z).  Donc  notre  sous-syslème  est  premier.         c.  q.  k.  i>. 

Ces  considérations  suffisent  pour  nous  faire  comprendre  lori^^inc  el 
la  nature  du  j,'roupe  linéaire  à  coefficients  entiers  dont  il  s'ajiit. 

Passons  à  l'autre  groupe  :  quand  on  cbange  ;  en  C7,,  les  inlégrales 
de   pieiiiière  espèce  K.(j)  subissent  une   substitution  linéaire:   nous 
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avons  posé 

L'élude  du  groupe  en  question  revient  à  chercher  les  nombres  X 
tels  que  K(:;)  X  =  const.;  nous  avons  vu  que  ces  nombres  forment  un 
sous-système  semi-invariant  à  droite;  ce  sous-système  comprend 
d'abord  tous  les  p'^  ions  de  première  et  de  deuxième  sorte,  puis  un 
certain  nombre  de  sous-systèmes  semi-invariants  premiers  contenus 
dans  les  p-  ions  de  la  troisième  sorte. 

On  s'étonnera  peut-être  que  ce  sous-système  soit  semi-invariant  à 
droite,  puisque  nous  avons  vu  à  la  fin  du  paragraphe  5  que  les  nombres 
complexes  X  qui  servent  à  la  définition  d'un  groupe  doivent  former  un 
sous-système  semi-invariant  à  gauche. 

Il  est  aisé  de  voir  d'où  vient  la  différence.  Supposons  qu'on  ait 
posé 

k(;-a,)  =  (K)e„         (R)Y=2^''(Ï^)^''- 

Nous  nous  serions-  retrouvés  dans  les  mêmes  conditions  qu'à  la  fin 
du  paragraphe  5,  et  les  nombres  Y  auraient  dû  former  un  sous- 
système  semi-invariant  à  gauche.  C'est,  en  effet,  ce  qui  arrive.  Nous 
avons 

On  aura  donc  (K)Y  =  K(^)X  si 

Y=2X,.7'. 
Soit  maintenant  : 

X'  =  Xr>,^2^>"        Y-.2;^>7'  = 

il  est  aisé  de  voir  que  Y'  :=  f'* Y,  ce  qui  prouve  que  si  les  X  forment  un 
sous-système  semi-invariant  à  droite,  les  \  formeront  un  sous-système 
semi-invariant  à  gauche. 
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A  la  fin  du  paragraphe  3,  nous  avons  été  amenés  à  considérer  cer- 
tains nombres  (pie  nous  avons  appelés  //,  et  avec  lesquels  nous  avons 
formé  un  déterminant  de  groupe.  Ces  nombres  devaient  être  choisis  de 
telle  façon  que  ce  déterminant  s'annule  ainsi  que  ses  mineurs  jusqu'à 
un  certain  ordre.  Nous  avons  distingue  ensuite  deu.\  cas  suivant  que 

les  sommes  V /y,  lv(r'77')  se  réduisaient  ou  non  à  des  constantes  quelle 

que  soit  1  intégrale  K.  choisie. 

Je  dis  iiiaiiilenant  que  les  deux  cas  peuvent  se  présenter.  Et,  en  effet, 
pour  que  notre  déterminant  s'annule  ainsi  que  ses  mineurs  des  pre- 
miers ordres,  il  suffit,  par  exemple,  que  le  nombre  ^t,v',  appartienne 

à  un  p-  ion.  Alors  le  premier  cas  se  présentera  si  ce  p-  ion  est  de  la 
première  ou  de  la  deuxième  sorte,  et  le  second  cas  si  le  />"  ion  est  de 
la  troisième  sorte. 

55  7.  —  Application  à  l'exemple  du  paragraphe  4. 

Ui-[)rc'ii()ns  rexciii|ili'  du  paragraphe  4,  où  le  groupe  H  se 
composait  de  1G8  subsliluliuiis.  Ces  iGH  subshlutions.se  répartissenl 
en  six  classes  (en  groupant  dans  la  même  classe  la  substitution  z, 
et  ses  transformées  (j^'a/T^);  je  désignerai  ces  six  classes  par  les 
lettres  E,  P,  Q,  R,  S,  S,  : 

La  classe     E  comprendra  i  subslitulion  de  période  1      (siibslilulioti  idemii|iio 

I*               ■•  34                        "  7 

»            i.)              "  24                        "  7 

„            K              ..  56                        »  3 

0          S            »  43                    "  4 

»            S,              I'  ai                         »  a 

Tes 

IK'sigiioiis  alors  par  les  lettres 

E  =  c',,     F,     (J.     K,     S,     S, 
les  lumilires  complexes  obtenus  en  fai>aiit  la  sumine  des  uiiilé>  coin- 
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plcxcs  corrcspoiidanl  aux  diverses  substitutions  de  la  classe  désignée 
par  la  même  lettre.  Ces  six  nombres  seront  coinmutablcs. 

D'après  M.  Frobenius  [loco  citato  (Die  Gruppencharaclerc),  in 
fine],  le  système  des  nombres  complexes  se  décompose  en  six  p-  ions; 
chacun  de  ces  p-  ions  contient  un  nombre  commutable  et  un  seul,  et 
ce  nombre  suffit  pour  le  caractériser,  puisque  tous  les  autres  nombres 
du  p-  ion  s'obtiennent  en  le  multipliant  par  un  nombre  complexe 
quelconque.  ÎVous  avons  donc  six  nomi)res  commutables  remarquables 
que  j'appellerai 

a,  :=    E+ P-f-Q-+-R  +  S  +  S,, 

a.,  —  y  E  -h  R  —  S  —  S.,, 

«3  =  3E  +  TP  -h  T'Q  +  S  -  S„ 

a,  =  3 E  ^  T'P  +  TQ  -t-  S  -  S„ 

a3  =  8E  +  P-+-Q  -R, 

ae  =  6E-   P  — Q  +  aS,. 

On  a,  comme  au  paragraphe  4, 

2T  =  -n-v-7,         2T'=-i-v/^. 

Je  désignerai  les  six  p^  ions  par  les  mêmes  lettres  que  les  nombres 
commutables  correspondants  et  je  trouverai  que  : 
Pour  a,. 


p=i, 

P'^ 

1  ; 

Pour  a,, 

P  =  l^ 

F  = 

49; 

Pour  a.,, 

/j  =  3, 

r  = 

9; 

Pour  a,, 

P  =  à. 

p'^ 

9; 

Pour  as, 

p  =  8, 

F=- 

64; 

Pour  aj. 

^  =  6,         p- =^    36; 

168. 
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Oïl  voit  que  les  nombres  commulables  a,,  a.^,  «j,  a„  sont  rationnels, 
que  les  nombres  a,  et  a,  contiennent  l'irrationalité  y  7  cl  sont  con- 
jugués. Il  en  est  donc  de  même  des  p^  ions  correspondants. 

Nous  savons  qu'il  y  a  trois  intégrales  abélionnes  de  première  espèce 
et  six  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèces  distinctes  (c'est- 
à-dire  telles  qu'aucune  de  leurs  combinaisons  linéaires  n'est  algé- 
brique). 

Je  vois  d'abord  que  le  /r  ion  a,  est  de  première  sorte,  car  il  ne  coii- 
tientqu'un  iiombro  a,  i[iii  est  la  somme  de  toutes  los  iiiiili'-s  compli-xes. 
de  sorte  (pion  iiuia 

si  donc 

on  aura,  i-n  appelant  >-,,   )•,, )■„,  les  diverses  déterminations  d'-  >-, 

P(;,a)a,  =^j'Q(-'-0:)(f-^—-  /"  15 ('•)././•, 
K  élaut  rationnel  en  v,  de  sorte  que  \\z,  «7  )a,  sera  a!gél)iiqiic. 

C.     Q.     F.     D. 

Je  dis  que  les /)^  ions  a^,,  aj,  y.,,  ne  peuvent  être  de  la  troisième  sorte, 
sans  quoi  le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce  serait,  pour  a,, 
un  multiple  (le  -,  pour  «j  un  mnlliple  de  8,  pour  a,  un  multiple  de  Li, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  le  niniilire  total  des  intégrales  de  pre- 
mier)! espèce  n'est  que  de  trois. 

(Jomme  il  faut  qu'il  y  ait  au  moins  un  p-  ion  de  la  troisième  sorte, 
ce  ne  pourra  être  que  a,  on  a,;  ils  ne  pourront  l'être  tous  les  deux, 
sans  quoi  il  y  aurait  au  moins  trois  intégrales  appartenant  à  a,,  au 
moins  trois  à  a,,  en  tout  au  moins  six  et  il  n'y  en  a  (pie  trois. 

I.  un  (les  deux  p'  ions  est  donc  de  troisième  sorte;  l'autre  ne  peut 
être  (il-  la  première  sorte,  car  si  un  p'  ion  est  de  la  première  sorte,  il 
en  est  de  même  de  tous  ses  conjugués;  il  sera  donc  do  la  deuxième 
sorte. 
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Le  nombre  des  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèces  qui 
appartiennent  à  a,  est  un  multiple  de  trois;  de  même  pour  celles  qui 
appartiennent  à  a^.  Le  nombre  de  ces  intégrales  qui  appartiennent  à  a, 
et  à  a,  est  donc  au  moins  six  et,  comme  le  nombre  total  est  six,  il  faut 
conclure  que  tous  les  autres  p'  ions  sont  de  la  première  sorte. 

En  résumé,  sur  nos  six  p-  ions,  quatre  sont  de  la  première  sorte, 
un  de  la  deuxième  et  un  de  la  troisième. 


§  8.  —  Remarques  diverses. 

Etant  donné  un  groupe  fini  H,  on  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
former  les  groupes  fuchsiens  G  et  G'.  On  engendrerait  donc  d'une  infi- 
nité de  manières  les  systèmes  correspondants  de  fonctions  fuchsiennes 
ou  d'intégrales  abéliennes. 

La  comparaison  de  ces  différentes  manières  et  de  ces  différents  sys- 
tèmes serait  sans  doute  très  intéressante. 

Je  me  bornerai  à  la  remarque  suivante  :  on  peut  se  demander  à  quoi 
correspondent  les  groupes  linéaires  à  coefficients  entiers  que  nous 
avons  rencontrés;  il  suffit  de  se  reporter  à  leur  origine  expliquée 
au  paragraphe  3. 

Soient  G  un  groupe  auquel  H  soit  mériédriquement  isomorphe,  et  G' 
le  sous-groupe  invariant  de  G  auquel  correspond  dans  H  la  substitu- 
tion identique;  soient  s^  une  suljslilulion  de  H  et  cr,  la  substitution 
correspondante  de  G. 

Supposons  maintenant  que  G'  dérive  de  q  substitutions  fondamen- 
tales 

et  soit  S  une  combinaison  quelconque  de  ces  substitutions  fondamen- 
tales. Alors 

S'=7-'SCT,. 

sera  aussi  une  combinaison  de  ces  substitutions  fondamentales. 

Soit  maintenant  G"  un  groupe  mériédriquement  isomorphe  à  G', 
défini  comme  il  suit;  il  admettra  toutes  les  relations  de  structure  de  G', 
mais  de  plus  toutes  ses  substitutions  seront  permutables.  Si  donc  T  est 
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la  siil)stitiilioii  (11-  (  i"  (|ui  correspoiifl  à  S  et  T'  celle  ([iii  coiTesixjnrl  à  S', 
la  siil)slilulii)n  de  (i  (|iii  coiicsiioiulra  à  SS'  sera  i(leiiti(|ue  à  celle  (|iii 
coitosjxjikIi  a  à  S'S,  de  sorte  ([iidii  ama 

TT'=TT. 

il  |)(tiiriail  ai  liver  (iiie  le  j,MOU{ie  (j"  ainsi  défini  se  réduisit  à  la  suh- 
slilulion  idenli(iiie,  mais  cela  n'arrivera  pas  si  (  i'  esl  un  grou|)e  fncli- 
sicn  do  f^etne  >  o. 

Soient  T,,  Tj,  ...,  T^  les  substitutions  de  G  qui  correspondent  à  S,. 
S,,  . . .,  S^;  à  S  correspondra  dans  G"  une  substitution 

T  =  T^  !-•...  TJ^ 

où  a,  est  la  somme  des  exjjosants  do  S,  dans  la  cond)inaison  S;  à 
S'=  a,~'Sor,-  correspondra 

T'  =  T^  T^' . . .  T^', 

où  !i|  esl  la  ^oiiim  ■  des  exposants  de  S,  dan>  la  combinaison  S'. 

11  est  aisé  de  \oir  ([ue  les  |5  sont  des  combinaisons  lim-aircs  des  x.  A 
chaque  snbslilulion  .y,  de  II  correspondra  donc  une  Iransformalion 
linéaire  à  (  oel'licienls  entiers  dont  lensemble  formel. i  un  {groupe  iso- 
morplie  à  II.   \  oilà  la  sifj^nificalion  de  ces  groupes  lim'-aires  à   cnefti- 

cienls  eut  iei's. 

liaisons  en  passant  nue  autre  remanpie:  tout  i^ioiipe  lini  conlenii 
dans  le  ji^roupe  linéaire  conserve  une  forme  ipiadialicpie  délinie  posi- 
tive, ou  bien  une  forme  à  indéterminées  conju_i;iiées. 

Supposons  en  eJTet  d'abord  ipio  le  groupe  soit  réel,  c'est-à-dire  cpic 
toutes  les  substitutions  du  groupe  aient  leurs  coefficients  réels.  Soiciil 
X,  uni'  forme  linéaire  quelcompie  de  nos  //  variables,  \,,  X,,  ...,  \^ 
ses   transformées;  alors  le  groupe  conservera  la  forme  quadratique 

<le(illie  positive 

qui   ne  peiil   élrc    idenlii|lie|||>-|ll    illllli'. 

Supposons  que  le  gi()ii|)e  ne  >oit  pas  réel;  soient  (i  ce  groupe,  .r,, 

Joiirn.  de    Uiilh.   (i-  scri.-),   u.iiic   1\.   —    |-,i,c.  11.  i<„.3.  -^ 
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X.21  ■ .  -,  x„  nos  variables  i!i{l(''j)en(]anlcs;  soll  alors  Go  un  f,M'oiij)c  ima- 
ginaire conjugué  du  précédenL  {)orlanl  sur  les  variables  a;",  x",  ...,  x'I 
imaginaires  conjuguées  des  x. 

Soit  alors  X,  une  forme  linéaire  quelconque  des  a;;  soient  Xj, 
Xi,  ....  X/,  ses  transformées  par  le  groupe  G;  soit  X"  une  forme 
linéaire  des  a:„,  imaginaire  conjuguée  de  X,;  soient  X",  ...,  X^  ses 
transformées  par  les  subslitulions  correspondantes  de  G„.  Alors  la 
forme  à  iiichMciininécs  conjuguées 

F  =  X,X>X,X»  +  ...+  X,X: 
sera  iiivaiiaiilc. 

Soient  >',  et  r,  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  ./•,;  alors  G  pourra 
être  regardé  comme  un  groupe  réel  portant  sur  les  2/i  variables  y  et  .3, 
et  F  sera  une  forme  quadratique  définie  de  ces  -m  variables,  de  sorte 
t[u'on  est  ramené  au  cas  précédent. 

Cette  remarque  bien  simple  pourrait  peut-être  simplifier  l'applica- 
tion du  théorème  de  M.  Jordan;  elle  ramène  en  effet  la  recherche  des 
groupes  finis  contenus  dans  le  groupe  linéaire  à  l'étude  géométrique  de 
la  division  régulière  d'une  sphère  à  plus  de  trois  dimensions. 
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Sur  l'application  de  la  t/iéorie  des  résidus  au  praloni^^ciut  ni 
analytupie  des  séries  de    Tnylor ; 

Pau  m.  EitNsi   LIADELOl'. 


I.  Soil  ç.{  r,  a)  une  fonction  analytique  de  la  variable  coniplcxc 
-^^^^se"'',  tlépcndant  d'un  paramètre  réel  et  positif  y.  el  vérifiant  les 
conditions  suivantes  : 

I"  l'.lle  est  lioloinorplie  pour  — -jin^îj/^'j^o,  quel  cpie  soit  c,  et 
pour  z  <  I,  (|Mil  que  soit  -l^^  .}/„,  -^  étant  des  angles  positifs  compris 
enirc  <>  «l  -; 

2"  Ou  a  I  ç,(r,  a)|  <;  r'"'"?  pour  — '•|/o  =  't' = '^a'  K*^»)  Icndaul  vers 
zéro  iii  uièuie  temps  que  a; 

■j"  y.  Iriidant  vers  zéro,  o(r,  a)  tend  uiiil'ni  iii/'hh'iiI  vers  l'unité 
dans  Inuir  poiiidii  linie  (1m  ddiiiaitu'  où  est  supposée  v<''i'ifiée  llivpo- 
lliése   I"; 

4"   liin  I  -j(  II,  a)  I"  =  o. 

De  ces  hypotlièscs  on  peut  conclure  iuiinédialemenl  que  la  série 

0 

repnsinl''  nui-  fniiclion  entière  de  la  variaMe  .;•,  el  que  celle  fonclioii 
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li'iul    iinHorinoninit   vers  dans  toute   aire  intérieure  au   ccirle 

I  —  .r 

|x'  I  ^  I,  lorsque  a  décroil  vers  zéro. 

2.  Pour  pousser  plus  loin  létudi'  di'  la  lonetion  (i).  nous  ferons 
usage  de  la  théorie  des  résidus  de  Cauehy.  Dans  le  pian  d(>  la 
variable  z,  menons  des  rayons  vecteurs  /  et  /'  dont  les  arguments 
soient  respectivement  égaux  à  '|(,  et  à  — .]/„,  et   traçons   de  l'origine 

comme  centre  un  cercle  C  de  rayon  t  -\ — ,  et  un  cercle  c  d'un  rayon 

inférieur  à  l'unité.  Nous  marquerons  respectivement  par  A  et  a,  A'  et  a' 
les  points  d'intersection  des  rayons  /  et  /'  avec  les  cercles  C  et  c,  el 
nous  désignerons  par  L'  le  contour  fermé  composé  du  segment  Aa  du 
rayon  /,  de  l'arc  aa'  du  cercle  c  qui  rencontre -Faxe  réel  négatif,  du 
segment  a'  A'  du  rayon  /',  et  de  l'arc  A  A  du  cercle  C  qui  passe  par  le 

point  z  =  i'  -\ 

Ceci  posé,  le  célèbre  théorème  de  Cauch\  nous  permet  d'écrire  (') 

(2)  51î("5  a)jc"=  /  -^. z,(z,  7.)x-d:-, 

0  ■■ 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  L'  dans  le  sens  direct. 
En  faisant  x  =  /v"'.  on  aura  sur  l'arc  A  A  de  la  circonférence  C 

£(t')  tendant  vers  zéro  lorsque  c  croit  indéfiniment.  Soient  .v  la  plus 
petite  des  quantités  -sinlfuCt  '  sin|^.  /  la  ]>lus  petite  des  quantili's 
- 1  tang^l^j  \^^~\  tS'ig'K  !,  cl  A  le  segment  d(>  l'arc  réel  négatif  compris 


(')  Des  intégrales  définies  du  genre  de  celles  que  nous  envisageons  dans  celte 
élude,  et  que  nous  avions  envisagées  dans  la  Note  insérée  dans  les  Comptes 
rendus  du  29  décembre  1902,  ont  fait  l'objel  de  recherches  élendues  de 
M.  Mellin  {voir,  par  exemple,  Actn  Soc.  Se.  Fcnit..  i.  W,  et  Acla  malhenia- 
lica,  l.  \X\  ). 
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ciilif  l(>  |ioiiiis  .c  =  —  (•  'et  a-  =  —  f'  '  .  Si  l'on  suppose  le  point  ./ 
siliii'  sur  le  scj^mcnl  A  cl  le  paramètre  a  infrrifur  à  un  certain  nomin"- 

|n>sitil'  y.„,  (lélorniiiii'  di'  telle  sorte  qu'on  ait  K(  a  )•<  -,  pour  a     a^.  I.i 

(|naiilil(''  I  -  I  sini!  —  log/'cosi/  —  K.(aj]  sera  supérieure  à  7  pour  lonl 

poiiil  r  -ilur  sur  raie  A'A  «le  la  circonférenrc  (.'..  I.a  partie  correspon- 
(Janle  de  rintéj^rale  lijjurant  au  second  uieinhre  de  (2)  tendra  doue 
vers  zéro,  lorscpion  fait  croître  r  indéliniuienl.  de  sorte  «jue,  sous  h-s 

coiidiliiiiis  l'iioiifi'es,  on  iionria  de  l'i^^Mlili'  (  '  )  tiiei-  la  formule  sui- 
vante : 

(3)  "51  v(  //,  a  1./"=  /  -^. 9(r,  x).i-(lz, 

0  ' 

le  couldur  (liiilé-^ialion  L  étant  composé  de  l'arc  oa'  du  cercle  <■  >\ 
des  sei;iiieiiis  di's  ravoiis  /  et  /'  (|m!  sont  extérieurs  à  ce  cercle. 

.">.    (  )ii  a  Mil'  je  lavoii  /,  en  leiivaiit   '   =  /Y'"", 

I    *:'!"'    o(:,  a').r-'   <  t'? '"^""'î"— ?'-''='  1  i  +  i(z)\, 

et  sur  le  rayon  / 

I     ''!"''''    ç(  r.  a  M^   <  c'?"""-^''* —"  •'"■''-•  "  ^  1 1  -^  i'(  ;  )). 
1 2*  Sinus  I  ^    •  ^  ' 

les  (|iiaiitilés  î('p)et  e'  (s)  tendant  vers  zéro  lorscpie  c  tend  vers  l'inlini. 
Désignons   par  S'  le   doniaine   du    plan   des  ./•  délini  par   les    iiie- 
ttalités 

/  lo-j/cosiu  -  wsin.}/„  <  o, 

I  log/-cos|„  -r-  {  oj  —  2-)  sin};,  <  1», 

et  choisissons  dans  son  intérieur  une  aire  linie  et  connexe  ipii-l- 
con(|ue  r  renferinant  le  seinueul  A  de  l'axe  réel  (lequel  est  l)ien  uit.- 
I  i.iii   an  d aine  S  ,  couiine   iu\   le  \(iil   de  suite  en  se   leporlanl  au 
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Il"  2).  On  pourra  trouver  deux  iioiuhres  positifs,  a„( -<  a„)  cl  •/;,  tels 
que  l'inégal i  Lé 

(5)  I    r""'    o{z,y:)xA<r-''f 

soit  vérifiée  sur  les  ravons  Z  et  /'  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  p,  et 
cela  pour  tout  point  x  du  domaine  T  et  pour  toute  valeur  a  inférieure 
à  a„. 

Ou  eu  conclut  que  le  second  uicuihrc  de  l'égalité  (3)  représente, 
pour  K  ■<  a,,,  une  fonction  holoniorpiie  de  x  dans  tout  le  domaine  T. 
Comme  il  en  est  de  même  du  premier  membre,  puisc[ue  c'est  une 
fonction  entière  de  x,  et  comme  Fégalité  en  cjuestion,  d'après  le  n°2, 
est  vérifiée  sur  le  segment  A  de  Taxe  réel  cpii  est  intérieur  à  ï,  le  prin- 
cipe fondamental  du  prolongement  analytique  nous  permet  donc 
d'affirmer  que  l'é^a/itc  (3)  subsislc  dans  toul  le  domaine  T,  dès 
que  y.<C  ^'-o- 

4.  Les  conclusions  des  deux  derniers  numéros  restant  toutes 
valables  lorsqu'on  remplace  la  fonction  cp(:;,  a)  par  l'unité,  il  s'ensuit 
que  l'égalité 

(6)  _L_  =  r_4C^  .r=  fLr 

^     ■'  1  —  X        J    ifiinr.z 

subsiste  également  dans  tout  le  domaine  T.  Or,  en  vertu  de  l'iiypo- 
tiièse  3°  et  de  l'inégalité  (5),  la(pielle  est  vérifiée  encore  pour 


(-'«) 


la  différence  entre  les  seconds  membres  des  égalités  (3)  cl  (6)  tend 
uniformément  vers  zéro  dans  le  domaine  T,  lorsque  a  décroît  vers 
zéro.  Par  suite,  il  en  sera  de  même  de  la  différence 


Jimd  é   V      '       /  I  —  a- 

et  puiscpie  celle-ci,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  tend  encore  vers  zéro 
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flans  loiile  aiii;  intérioure  au  cercle  |x|  =  i,  nous  ariivons  donc  à  la 
coiuliision  suivaule  : 

/>''  ixtraiiii'ln'  a  Icnilaiil  rc/:s  zrfo,  la  foitrtioit  l'iiticrc  (  i  )  ti'ml 

uni fiiiiiK'iiicid  l'iTS (hiiis    loulc    aiic     linic    inli-rii-tiii-    au 

domaiiu;  S,  ln'U  des  iioinls  x  qui  fout  put  tic  .soit  du  douiainr  S', 
soit  du  cercle  j  ./•  |  <^  i . 

On  \o\y  laciliMucul  (|uc  S  rsl  un  domaine  d  lui  seul  tenant  ilunl  l<' 
contour  est  lornié  par  les  arcs  des  spirales  logarilliniicjucs 

/■=  t'"'"'"-''.         et         /•  =  c-*"''"6'î'', 

compris  entre  le  point  x  =  i  et  le  premiii-  point  où  ces  spirales  se 
coupent  rn  drlnirs  du  cercle  |  .r  |  =  i . 

5.    l'.liiul  (Innui-e  une  série'  il<'  Tavloi-  (pn-leompie 

(:)  /(x)=2««x-'' 

ayant  un  rayon  de  convergence  fini  et  non  nul,  construisons  un 
domaine  S,  d'aprt'-s  le  |)rincipe  suivant  : 

Soit  S  le  domainr  olilrnu  iri  Iraiisfoiiuaiil  la  partie  ilu  plan  ipii  est 
extérieure  à  S  par  une  inversion  ayant  Idrigiiu-  pour  centre,  <•! 
soit  (f  s)  le  domaine  (pion  déduit  de  S  en  multipliant  géométrique- 
ment par  x;  S^  sera,  par  délinilion,  lensendjle  des  points  x  tels 
quc/'(x)  soit  Imlomorplie  à  l'intérieur  du  domaine  (.rS;. 

Cela  posé,  un<'  a[)plication  très  intéressante  de  l'intégrale  de  Cau- 
cliy,  tpii  a  été  indiquée  par  M.  l]orel('K  nous  permet  di-  lir<r  du 
résultat  du  n"  i  le  lliéoréme  sui\anl  : 

Lur.sf/uc  X  tend  vers  zéro,  la  fonction  entière  \^</„o(/<,  a  )x"  tend 


(  '  )   Mcmoirc  sur  Ivs  si'rie.s  divergentes,  p.  63-Gi  ol  l33-l3^. 
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iiiilformrincnt  vers  la  fonction  donnée  J\n- )  dans  Imilr  dire  Jinf 
inlérii-ufc  au  domaine  Sy. 

Ce  résullal  s'applique  encore  si  les  liy])olhèses  du  n"  1  sont  véii- 
liées,  non  pas  pour  o(-,a),  mais  pour  o(  r -i- //„,  a),  /?„  élanl  un 
(Milior  positif  quelconque,  sauf  à  remplacer,  s'il  est  nécessaire,  le  fac- 
teur (]i(«,a)  par  l'unité  dans  certains  des  n„  premiers  termes  de  la 
fonction  entière  en  cjueslion. 

(».  On  peut  donner  une  autre  forme  au  résultat  qui  précède.  En 
cIVet,  z(a.)  étant  une  fonction  positive  quelconque  (pii  tend  vers  zéro 
en  même  temps  que  a,  il  suit  de  Thypothèsc  '("  du  n°  1  qu'on  peut 
trouver,  pour  toute  valeur  de  a,  un  entier  positif  i-,,  tel  qu'on  ait 

(8)  I  o(//,  a)|"  <  £(a)     pour //>  l'a. 

C,onsiil(''rons  alors  la  somme 

en  supposant  |x|57',  /■  étant  aussi  grand  qu'on  voudra.  Puisque  la 
série  (7)  admet  un  rayon  de  convergence  difl'érenl  de  zéro,  on  a,  pour 
toute  valeur  de  //,,  |a„|  ■<  A",  k  étant  une  quantité  finie.  Pour  //  >  \\ 
on  aura  donc,  d'après  l'inégalité  (8),  |fl„o(//,  a)./"j  <  [kri(  a  )|".  Or 
la  quantité  kriÇcn.)  tend  vers  zéro   en   même  temps  (pie  a,  de  sorte 

qu'elle  sera,  par  exemple,  <  -  lorsque  a  sera  inférieur  à  une  certaine 

limite.  La  somme   en  question  étant  alors  inférieure  à  (  -  )    >  on  voit 

qu'elle  tend  uniformément  vers  zéro  dans  li'  cercle  \:r  '::r.  et  cela 
quelque  grand  que  soit  /■.  Kn  rapprochant  ce  résultat  du  tliéorème 
du  n"iî.  nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

a  tendant  vers  zéro,  le  po/y/ion/e  ^</,,'^{  /i,  o(.).v"  tendra  iinifur- 
niénient  vers/(x)  dans  toute  aire  Jinie  intérieure  au  domaine  Sy, 
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si,  pour  toute  valeur  de  %,  on  (lètcrniine  ii-ntifri\  ronforniinn-nt 
à  la  condition  (8). 

F.cs  (J«.Mix  expressions  analylicjiies  (\\\c  nous  avons  oljlenncs  pour  la 
fonction  /(^),  à  savoir  l'expression  liniili'  (inublc 

(<))  /"(i)  =  liiny«„9(//,  a)x", 

0 

Cl  l'expression  limite  simple 

(lo)  /(■'■)  =  li>ny««9(  "i  «,)'-■") 

a     0  ^" 
0 

sont,  d'après  ce  qui  précède,  complètement  équivalentes  entre  elles, 
en  ce  sens  que,  si  l'une  d'elles  est  valable  prmi  une  valeur  donnée 
de  X,  il  en  est  de  même  de  l'autre. 

7.  Nous  allons  examiner  la  forme  géométrique  des  domaines  S 
et  Sy^,  en  faisant  diverses  hj-polhèses  relatives  aux  arguments  •},  et  y,. 

Supposons  d'abord  '|^=^]/o<--  Le  contour  du  domaine  S  est 
formé  par  l'arc  de  la  spirale  logarilbmique  /•  =  ,/■"«"«'!'.  compris  entre 
les  points  x  =  i  et  x-  =  —  c'^^"^^',  et  le  symétrique  de  cet  arc  par  rap- 
port à  l'axe  réel.  Celte  hypothèse  se  trouve  réalisée,  par  exemple, 
dans  le  cas  où  z(z,  ol)  =  r  "\  a  étant  un  nombre  positif  supérieur  à 
l'uiiité.  Ici  l'on  a  •}„  =  '!„=  -J'- ■  Pour  a  =  2,  on  retrouve  un  résultat 
démontré  par  MM.  Le  Hoy  et  Pliiagmén  ('  )  à  laide  des  fonctions  h 
de  .lacobi. 

Soit  niainlenant  •|„  =  '|„=  ~l-  Dans  ce  cas,  le  domaine  S  comprend 

tout  le  plan,   excepté   le   segment    -(- i h  ce  de   l'arc    réel,   et   le 

domaine  S^se  confond  avec  l'étoile  principale  .\  de  M.  Millag-Li-fller. 
On  retrouve  ainsi  le  résultat  que  nous  avions  énoncé  à  la  lin  de  la 
Note  citée  plus  haut. 


('  )  Comptes  reur/iis  du  5  juin  1900. 

Joiiiii.  tle  .}fat/i.  (Vscric),  Imur  1\    -   1  ..».  .  II.   ,,.,.V  3«J 
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D'après  les  recherches  de  M.  Borel  ('),  le  domaine  A  ne  constitue 
pas  toujours  une  étoile  de  convergence  pour  l'expression  limite  (lo), 
dans  le  sens  donné  à  ce  terme  par  M.  Mittag-Leffler  (-).  Le  résultat 
du  n°  6  fait  voir  que  cette  même  remarque  s'applique  également  à 
l'expression  limite  (9). 

Soit,  en  dernier  lieu,  'l,,  =  -  —  [i,  ■]/„=-+  [i,  où  ^  désigne  un  angle 

quelconque  compris  entre ^  cl  -1-  -•  Le  domaine  S  comprend  tout 

le  plan,  excepté  les  points  de  la  spirale  logarithmique  /•  =  e"""^"'?  qui 
sont  extérieurs  au  cercle  ;•  =  1 .  Quant  au  domaine  Sy-,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  l'obtient  par  la  construction  suivante  : 

Imaginons  qu'on  prolonge  anal\  liquemenl  la  série   \  (7„.i"  en  che- 

0 
minant  le  long  de  la  spirale  logarithmique  /■  =  f?"""'?  dans  le  sens  des 
rayons  vecteurs  croissants.  Si  l'on  est  arrêté  par  un  point  singulier, 
on  mènera  une  coupure  suivant  le  prolongement  de  la  spirale  depuis 
ce  point  jusqu'à  l'infini.  On  fera  ensuite  tourner  la  spirale  autour  de 
l'origine  et,  pour  chacune  de  ses  positions,  on  procédera  de  la  même 
manière. 

Le  domaine  cherché  sera  formé  par  l'ensemble  des  points  x  ne  fai- 
sant partie  d'aucune  des  coupures  dont  le  plan  a  été  sillonné. 

Nous  désignerons  le  domaine  ainsi  construit  par  Ap.  C'est  une  étoile 
curviligne  qui,  pour  ^  =  o,  se  confond  avec  l'étoile  principale  A. 

8.  Le  cas  le  plus  simple  des  théorèmes  qui  précèdent  correspond  à 
l'hypothèse  ^(ir,  a)  =  r~°^,  a=ae'°,  l'argument  ^  ayant  une  valeur 

quelconque  comprise  entre  —  -  et  -t-  -  •  L'égalité 

I  ©(3,  a)  I  =  e-=<f>."»fP'--'-KP<-]'-".'J'+?ii 
montre  que  les  hypothèses  du  n"  1   sont  vérifiées  pour  la  fonction 


(')  Acta  inalheinalica.  l.  X\l\'. 

(')  Acla  malheniatica.  t.  XXI\  ,  p,  loi. 
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ç.(>  -I-  I,  a),  si  lV)ii  fait  •]/„=   --^  _  ^,  .|^  =  _  1  _,_  j5^  et  nos  théorèmes 
conduisent  donc,  dans  ce  cas  particulier,  an  résultat  très  simple  que 


VOICI 


Le paianiclrt;  t  tcndanl  vers  zéro  avec  un  ar^umanl  dclfrniinr  3 
compris  ridrr  —  -  et  -\-  '-<  la  fonction  entière 

tendra  uniformément  vers  la  fonction  f(x-),  définie  par  la  série 

2^a„x",  dans  tonte  aire  finie  intérieure  au  domaine  \.y  lequel  se 

confond  avec  l'étoile  principale  A,  pour  3  —  o. 
//  en  sera  de  même  du  polynôme 

a  condition  au  on  fasse  croître  r„  avec    -I  de  telle  sorte  qu'on  ait 

!  '  I 
constamment 

'/.(;)  '"'«"/  uni'  fonction   qui  croit  vers  l'infini,  d'ailleurs   aussi 
lentement  qu'on  le  voudra,  lorsque  7  tend  vers  zéro. 

tlcUingfors,  janvier  1903. 
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Sur  la  Jonction   définie  pur  une  série  de   Maclaurin 


l»AR  M.   Waitkb  B.  FORD. 


i.   Le  but  de  cette  Note  est  d'éliiclicr  le  jirohlènie  j^énéral  suiNaiit 
sous  quelques-uns  de  ses  aspects  les  plus  impoilauts. 
Étant  donnée  la  série  de  Maclaurin  : 

(i)  g{<^)  ^  ii(,\)z  -H  gci  )z'  +  ..  +  gi^n)z"  +  ... 

(|ui  définit  une  fonction  y(c)  delà  variable  complexe  z  dans  un  cercle 
de  rayon  /•  (centre  à  j  =  o);  calculer  la  râleur  de  /(z)  en  un  point 
quelconque  de  son  domaine  d'existence  (  '  ). 

\ous  coMiinencerons  par  démontrer  le  tlicorèmc  suivant  ; 

Si,  dans  la  série  (i),  la  fonction  ^(*v)  de  la  variable  complexe  w 
est  uni/orme  et  analytique  quand  on  la  considère  pour  toutes  les 
valeurs  de  «'  dont  la  partie  réelle  est  positive,  et  si,  pour  les  mêmes' 
valeurs  de  w,  il  existe  une  constante  c  telle  que     liin    ;jt'{tv)|  <  c. 

alors  ta  fonction  f{  z  )  possède  une  branche  |  dont  la  série  (i)  est  une 
parlie\   uniforme  cl   (inalYli(/ui-   dans   tout  le  plan   (fini)  de   ta 


(  '  )  (  >ii  Irimvc  un  résumé  des  résultats  déjri  obleniis  qui  coiiceroeni  ce  problénie 
dans  le  Traili'  do  M.  Iladamard  intitulé  :  La  série  dr  Taylor  et  son  prutonge- 
luent  iiiKitydiiiii- .  l'aris,  1901. 
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variable  z  =  c(cosc3  +  /sinçp),  excepté  1rs  valeurs  réelles  et  j)osi- 
lives,  et  cette  branche  est  définie  par  la  formule 

f{^)  =  g{o)-^^f^    ^-  ^J^^ dy, 

en  supposant  toujours  que  —  2-  <;  ^  <;  o. 

La  démonstration  de  ce  théorème  s'appuie  sur  le  résultat  suivant  dû 
à  M.  Dini  ('): 

«  Soient  données  les  deux  fonctions  $(«')  et  L](«')  de  la  variable 
complexe  w{w  =^  x  -\-  iy),  l'une  et  l'autre  uniformes  et  analytiques 
dans  une  région  A  du  plan  de  la  variable  w,  et  dont  la  seconde  ne 
s'annule  dans  A  qu'aux  points  X,,  À^,  X^,  .  .  .,  A„  qui  sont  des  zéros 
simples.  Alors,  si  nous  désignons  par  C„  un  contour  quelconque 
compris  entièrement  dans  A  et  renfermant  les  points  X,,  X^,  X3,  ...,  X„, 
mais  ne  passant  par  aucun  d'eux,  nous  aurons 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C„  dans  le  sens  positif.   » 
Ceci  posé,  pour  arriver  à  notre  but,  choisissons 

$(n^)  =  ^^{w)^—  -)"',  U(n>')  =  simr(v 

et  prenons  comme  contour  C„  le  rectangle  formé  par  les  droites 

tv  =  — \-  iy,         w  =  X-  ±  ij,         IV  =  -  +  2  «  +  iy 

(j  étant  une  quantité  positive  et  n  un  nombre  entier  positif  ([uel- 
conque). 


{')  Série  di  Fourier  e  altre  rappresentazioni  analiliche  délie  funzioni  di 
una  variabile  realc,  §  61,  62,  63;  Pisa,  1880.  M.  Dini  y  obtient  des  résultats 
généraux  dont  celui-ci  est  un  cas  parliculier. 
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Alors  If  scciiiifl  iiK'iiihre  do  rogalitr  (2  )  se  réduit  à 
nous  pouvons  donc  écrire 


(3) 


y,g{n)z"  =  g{o)  +  A   r  ^Sl^O^^^di,: 


Afin  d'étudier  liulégrale  (3),  nous  écrivons  z  =  o(  coso  -<-  /sino), 
en  su|)posant  toujours  que  —  2-<]o<[o.  Considérons  d'abord  le 
côté  de  C„  le  long  duquel  w  =  x  -f-  //.  iXous  avons  ici 

f/iv  z=  dx 


et  l'inléiiration  s'ellecluc  de  x  ^^  — \-  111  à  ./  =^  -  :  le  Ioul'  de  ce  cAté, 
nous  pouvons  donc  écrire 

sinra  =  sin(T:./-+-  i~j)  =  siii-./cosli-y  -+-  /cos-./.sirdi7:y 

=  sinli-y(sin-.tcoll)-y  -f-  /costtx), 

=  (—  ;)-'f'--'"'""'(cos(yiop3)  -t-/sin(ylopp)]. 

l'iir    siiilf,   iii   désignant  par  1^  la  contribution  apportée  à  linlé- 
gndc  (  .!  I  par  le  côté  vf  =^  x  +  ij,  il  \ient 

j    _  e-/'?'-">[co8(/los?)-n-sin(./logp)]    /  '  _^(x +(/){— s)'         ^^, 

^  jiiiiiiUr.j  J^  sinz.r  colhry -+-  /cosr.r 
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Or,  pour  toutes  les  valours  de  x,  nous  a\ons 

lini  I  (^siu-.rcotli-/  -h  /cos-./;)|  =  i, 

et,  p^râce  à  notre  hypothèse  concernant  ,2"(«'),  nous  pouvons  rcriie, 
pour  toutes  les  valeurs  de  j  plus  grandes  qu'une  quantité  fixe  J„, 

, ,  I  ^    ^--'^-'     '-^  r^' ,     !"<^^<' 

1,    <  ^ N   ■  ■ — -cp         I         dx.  ,. 

I    ^  I  ^  2(1  —  Ey)sinhTI/     ^  J^  '  \    lim£y=o 

U  ou,  écrivant  suili-y  =  >  nous  voyons  que  si  ^  a  une 

valeur  telle  que  nous  Tavons  supposée  (savoir  —  2-  <[  o  <^  o),  alors, 
en  prenant  j  =  co,  on  peut  négliger  toirt  de  suite  la  contribution  \j. 
On  raisonnerait  de  même  pour  la  contribution  due  au  côté 

«V  =  a'  —  //". 

Considérons  donc  le  côté  de  C„  le  long  duquel  a-  =  -  -t-  in  -\-  iy. 
Nous  avons  ici 

l'Ai'  =  idy 
et 

siii-u'  =  sin  (-^  +  2//Z  +  /">')  =  cos/ry  =  cosh-û_y, 


(—  -)"■=  /-'   '  ;cos[  )-logr—  r.)]  +  /siu|  >-log(—  :;)|;. 

Par  conséquent,  si  l'on  se  rappelle  que 

log(—  z)  =  logp  -f-  /(^o  +  -), 
et,  par  suite, 

cos  [7  log  (-::)] 

=  cos(7logp)cosh(9  -h  -  )  V  —  /sin(  Klogp)  sinh(9  -\-  -)y, 
sin[jKlog(-3)] 

=  sin(j-logp)cosh(o  -+-  -))■  4-  /cos(  y  logp)  siiih('p  H-  -)y^ 
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on  voit  de  suite  que  la  contribution   f,       en  question  peut  s'écrire 
(ayant  pris  y  =  x;) 

1   ^ 

I,     =    —  r^(^  +  -2,,  +  iv)  "^jJy^^sn^^hii^j^dy 

,    -  /  /   I     ,  •    \  sin(  )■  lo"p)  sinli(o -t- T)y    , 

+-^ ./  /[-.  +  =^^'  -+-  'y)       "IL.y — -^y 
(4)  /  .      ^' 

■ 

«*           r        /'     .                    •    \  COS(  V  l0S3)  sinln  ^  —  t:  I  t     , 
/      £'    -  4-  2//  -t-  /V     ^^ ^^^ '—dv. 

D'ailleurs,  on  voit  que  cliacnue  des  intégrales  de  (4)  a  une 
signification  quand  la  fonction  ^^w')  satisfait  aux  hypothèses  de 
notre  tliéorcme,  et  que  —  :^7:<;o<[o,  comme  nous  l'avons  sup- 
posé ('). 

l'.iilin,  le  long  du  côté  iv  =      -f-  iy,  nous  avons,  comme  aupara\nnl. 

dn'  =  iily,  sin-t»^' —  cosli-y, 

et,  par  suite,  la  contribution  provenani  de  cette  source  à  l'intégrale 
de  (3)  est 


(5) 


\       —  2    J_«      \^  /cosh-v    •    ' 


(')   C<li;iciine  «le  ces  inlésrales  est,  en  efTel,  n/>snlumcnt  coinergenle. 
J„iiin.  (If  Miilh.  i '.•  siric),  ti.iii.-  1\.         l-.is.  .   II.   iih>3.  ^< 
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OÙ,  comme  plus  haut,  nous  pouvons  ('"crire 

\./z     r"       /i  •    \  cos(r  logp)  cosh(  9 -1-  ■::))• 

cosh-y 

sin  (y  logp)  sinh(o  -h  t.) y 


(<3) 


T  iyz    /'"      /  1  •    \  coi[r  ioso)cosn[o -k- T.)y    , 

i.  =  --7-/  ^(ô  +  ^r)  .ih^^  • — -'^y 

i';        /""        /i  .     \   siii  I  y  luiT?  )  siiiu  I  o -t- r- 1  r     i 

2       J  "  \2  -^  /  COshltJ'  -^ 

n'z    r"      /  i  ■    \  cos(  r  logi)  sinh  (tp +T:)r    I 


Ceci  dit,  considérons  la  région  du  pian  :;  située  dans  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  de  convergence  de  (i),  mais  ayant  un  rayon  yj  tel 

\  "1  <  '■ 
que 


•^.<> 


.  Pour  une  valeur  quelconque  de  z  dans  ce  cercle,  nous 


-|<i, 


et,  par  suite,  nous  pouvons  alors  écrire 

lim  I,       =  G. 


Mais,  pour  une  telle  valeur  de  z,  la  série  ([)  est  convergente  et  ainsi 
nous  arrivons  à  la  conclusion  que,  pour  une  valeur  quelconque  de  z 
située  dans  ce  cercle  de  rayon  yj,  excepté  toujours  les  valeurs  réelles  et 
positives,  nous  avons 


(7) 


/(--)  =  «-(o)  +  I. 


Or  on  voit,  par  l'égalité  (6),  que  I,  conserve  une  signification,  quelle 

2 

que  soit  la  valeur  (positive)  de  p,  pourvu  que  —  27:  -<  ç-  -<  o.  Ainsi, 
(7)dc«ine  une  valeur  dey"(r)  non  seulement  dans  le  cercle  de  rayon  y;, 
mais  dans  le  plan  entier  de  z,  excepté  les  valeurs  réelles  et  positives. 
D'ailleurs,  dans  cette  région,  l,  est  uniforme,  puisque,  quand  z  décrit 
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un  chemin  fermé  quelcorKjue  dans  celle  rc<,M()n,  on  voil  que  les  inlé- 
{,'niles  ((')),  toul  en  conscrvanl  une  si<,'iiilicalion,  reviennenl  à  leurs 
valeurs  primilives. 

Il  reste  donc  simplenienl  à  montrer  (|ue  I,  esl  une  fonclion  analy- 
tique de  z  dans  celle  région  étendue,  et  pour  cela  il  suffil  de  montrer 
que  la  fonclion  [voir  la  formule  (  5)J 

considéivc  pciur  imh'  \alrui  i|ucl((in(iue  de  :;  dans  celle  région,  esl  bien 
délerminée.  Kcrivant  celle  fonclion  sous  une  forme  analogue  à  (G)  el 
remarquant  que  les  intégrales 


/:>'a 


,      cos(  y  logi)  cosh(o -H  z)y    , 
ly  y ^-^ ^^ •  ^-^  dy. 


ont  une  signification  quand  —  2-  <  9  <  o,  nous  arrivons  immédiale- 
menlau  résultat  désiré. 

2.   Exemples  : 

(a).  Considérons  la  série 

/( 3)  =  I  +  r  +  c=  +  r»  -h . . .  -t-  -"  -h. . .     ( '  ). 

En  appliiiuant  le  théorème,  nous  avons,  pour  toutes  les  valeurs  dr 
-  =  p(cos9  -h  ^sinç,)  cjui  ne  sont  pas  sur  la  moitié  positive  de  l'axe 
réel, 

en  supposant  toujours  que  —  2-  <  9  <  o.  D'ailleurs,  en  nous  servant 


(')  Dans  ce  simple  cas,  on  sait,  n  />rinri,  (]iie  r  =.  1  el  que  rcxlonsioii  analv- 

tique  est  possible,  puisque/^;)  —  -•  Des  exemples  de  ce  type  sont  choisis 

parce  qu'ils  ont  l'avantage  de  montrer  comme  nolie  tliroréme   cluniii-  ili'<i  résul- 


tats conforriics  aux  faits  connus. 
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de  (6)  et  en  négligeant  les  intégrales  qui  se  détruisent,  nous  trouvons 

1    /■(  T)^i_i^    f"  '^^^^■^  logp)  cosh(o  +  -)  y  ^, 
i  _  Vf       /•"  sin(ylogp)  sinh(o  +  T:)y^,  ^ 

(A).   Considérons  la  série 

/(.;  =  .  -t-l+f  4-...+  ^+...       ('). 
Ici  ^'(0)  =  o  et  nous  pouvons  prendre 

Par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  de  s  =  p(cos(f  -\-  /sinç),   excepté 
celles  qui  sont  réelles  et  positives,  nous  avons 

(.0)  /(,)  =  -  ^  f  ^"(^" dy, 

"^"^  (2  "^'•^)  •=°*'^~.>' 

en  supposant  toujours  que  —  2-  <|  o  <[  o.  Cette  expression  peut  être 
développée  facilement  comme  auparavant. 
(c).   Considérons  la  série 

^      ,  -         1.3,  1 . 3 . 5 . 7 . . .  (  a  /j  —  I  )    „  , .,  X 

^  •'•  2  2.4  2.4.6.8.  ..2«  -^ 

Ici  on  peut  prendre 

(•)  /.  e.,/(c)=_log(,-^). 
C-)  i.e..f{z)  = 
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Kii  effet,  cette  fonction  de  w  est  anal\  licjuo  clans  la  moitié  droite  du 
plan  w,  et  quand  «•  est  égale  à  un  nonihre  entier  positif  n  elle  se 
réduit  par  des  méthodes  bien  connues  au  n'"""  coefficient  de  (i  i ).  En 
outre,  en  désignant  par  />(/?>  o)  la  partie  réelle  de  w,  nous  avons 

de  sorte  que  toutes  les  conditions  exigées  de  g(w)  sont  satisfaites. 

Par  suite,  nous  avons  ici,»pour  toutes  les  valeurs  de 

r  =  (j(cos^  -I-  is'mzi) 
on  dehors  de  la  moitié  positive  de  l'axe  réel, 

A=)  =  ^-^f]f '-^ '/x^'^N 

en  supposant  toujours  que  —  iît  <;  o  <[  c». 
(d).  Considérons  la  série 

(12)    /(z)=rr(o)-g(i)z-^rr(2)z'-...^(-0"g(n)z''-h..., 

où  ,A'(n')  satisfait  aux  conditions  fin  théorème  ol  où  le  rayon  du  cercle 
de  convergence  est  fini. 

Ici,  nous  n'avons  qu'à  substituer  z  =  —  z'  dans  le  théorème  pour 
voir  tout  de  suite  que  la  fonction  définie  en  partie  par  (12)  possède 
une  branche  qui  est  uniforme  et  analytique  dans  tout  le  plan  fini, 
excepté  les  valeurs  réelles  et  négatives.  D'ailleurs,  dans  cette  région, 
nous  avons 

/(  z)=  .^(o)  -^''  l"g{-^ />■) -4— c/r, 

ou,  SI  nous  posons  ;  =  pi^coso  -f-/sinç/),  nous  supposons  toujours 
que  —  -<  o  <t:. 

(r).   Considérons  la  série 

(i3)   /(';)  =  4.(0) --ri);^  +  A'(2)-'  -.  ..-l-(-i)»,£-(/0-"-l-.... 
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OÙ  g(w)  satisfait  aux  conditions  du  théorème  et  le  rayon  du  cercle  de 
convergence  est  fini. 

Ici,  si  nous  substituons  z  ^  —  z'-  dans  le  théorème,  nous  arrivons  à 
la  conclusion  que  la  fonction  /(z)  définie  en  partie  par  (i3)  possède 
une  branche  uniforme  et  analytique  dans  tout  le  plan  fini,  excepté  les 

valeurs  de  z  dont  rarsunienl  est ^  ou  -•  D'ailleurs,  nous  pouvons 

'^  2  3  ' 

construire  la  fonction  donnant  cette  extension  et  en  étudier  les  carac- 
téristiques. 

Nous  ne  donnerons  pas  d'autres  exemples  de  l'application  de  cette 
méthode  à  l'étude  de  séries  spéciales,  croyant  que  nous  avons  montré 
suffisamment  le  rapport  important  que  la  formule  (2)  a  avec  notre 
sujet.  On  ne  peut,  il  est  vrai,  cnq)loyer  cette  formule  que  quand  les 
coefficients  donnés  suivent  une  loi  analytique,  mais  même  avec  cette 
restriction  son  utilité  reste  encore  très  irrande. 
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S//r  la   stahilUè  et  les  petits   woineinenls   des   corps   fluides; 
Pau  ^I.    p.    DIIIL.^I. 


CHAPITRI-   I. 

CONDITIONS    QIT    SIFFISRNT    A    ASSIKF.K    I.  V    MABILITÈ    IIK    I-'flJl  ll.inRF.    d'in    FLITHE. 


§  1.  —  La  recherche  de  ces  conditions  ne  relève  pas  exclusivement 
du  calcul  des  variations. 

On  sait  que  T^agranii^o  a  l'iioiirc  cl  dénioiiliL'  colto  |ii<i|i(>silioii  : 

Un  syslènir'  inécaniciiio  souuîis  à  des  forces  qui  dérivent  d'un  polen- 
tiel  est  assurément  en  équilibre  staMi'  dans  un  étal  où  le  |M)tciilicl  des 
forces  a  une  valeur  mininuini. 

La  déinonstralion  de  Lai,'iaiiiîe  laissait  (|Ui-lqui'  |ieu  à  désirer  à  ceux 
<|ui  oui  souri  tle  la  rii^ueur;  Lejeuiie-I)iriclil<'l  lui  a  d(Uiiié  une  forme 
(|ui  lii  >aii\e  de  loule  objeclioii. 

Lors(|ue  la  Méeani(|ue  jjénéiale.  fondée  sur  la  Tlierinodyuaiui(jne. 
est  venue  étendre  à  de  nouveau  \  domaines  les  méllioiles  de  laneienne 
Mé(aiii(|ue,  on  a  dTi  reelieirher  si  la  proposiliou  de  I>airranjî<'  et  de 
LejeuMe-Diricidetélailsuseeplilile  d'uni'  piu'^  irrande  extension  et  dans 
quelles  circonslanees  celle  exiensicm  était  lé:.'itime. 

Il  était  naturel  d'examiner  tout  d'abord  les  systèmes  méeaui(|ues 

Journ.  rie  Afalli.  (  .'.•  sériel,  l.im.-  IX.  -  l'.i»<-.  III     i.,.iî.  '' 
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que  foriiionl  un  uonilire  fini  di-  corps,  rliacnn  de  ces  corps  correspon- 
dant à  une  seule  température  et  élanl  défini  par  un  nombre  limité  de 
variables  indépendantes. 

On  ne  tarda  pas  à  reconnaître  que  la  possibilité  d'étendre  la  propo- 
sition de  Lejeune-Diricblet  à  de  tels  systèmes  était  subordonnée  à  cette 
autre  question  :  Le  système  admet-il  une  énergie  utilisable? 

Cette  grandeur,  lorsqu'elle  existe,  est  caractérisée  par  la  propriété 
suivante  : 

Au  cours  dune  modification  réelle  élémentaire,  on  a 

(i)  f/S(,  +  c/t^  =  (/0  -h  (k, 

dSg  étant  le  travail  externe, 
c?(?^,  le  travail  de  viscosité, 
0,  la  forcé  vive, 
C,  réncrgie  utilisable. 

Cette  énergie  utilisable  n'existe  pas  en  tous  les  systèmes  et  dans 
toutes  les  circonstances  (  '  ). 

Seuls,  certains  systèmes,  très  particuliers,  admettent  en  toutes  cir- 
constances une  énergie  utilisable;  ces  systèmes  comprennent  ceux 
qu'étudiait  l'ancienne  Mécanique  ;  aussi  les  avons-nous  parfois  nommés 
les  systèmes  classiques.  Pour  ces  systèmes,  l'énergie  utilisable  se  con- 
fond avec  l'équivalent  mécanique  de  la  partie  de  l'énergie  interne  qui 
dépend  de  la  configuration  du  système,  ou,  encore,  ce  qui  revient  au 
même  dans  ce  cas,  avec  le  potentiel  des  actions  intérieures. 

Aucun  système,  autre  que  les  systèmes  classiques,  n'admet  d'énergie 
utilisable  en  toutes  circonstances  et  quelle  que  soit  la  forme  des  rela- 
tions supplémentaires  ;  en  revancbe,  quel  que  soit  le  système,  cer- 
taines formes  de  relations  supplémentaires  assurent  l'existence  d'une 
énergie  utilisable. 

Ces  formes  peuvent  se  classer  en  deux  catégories  : 

i"  La  première  catégorie   correspond   aux   mouvements  isother- 


(')  L'intégrale  des  forces  vwes  en  Thermodynamique  {Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  5°  série,  t.  IV,  1898,  p.  5). 
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//lif/i/i's;  si,  pfiidant  toiile  la  duK-e  du  ruouvcment,  la  Icmpérature 
de  cliacun  dos  corps  c[ui  composent  le  syslcinc  est  mainlenue  inva- 
riable, tout  en  dilléranl  peul-èlre  d'un  corps  à  l'autre,  le  système 
admet  une  énergie  utilisahle,  cpii  est  alors  idenli(pie  au  potcnlu-l 
inlernc. 

1°  La  seconde  catégorie  correspond  aux  mouvements  que  l'on  peut 
nommer  entropiqiies;  pendant  la  durée  d'un  tel  mouvement,  l'en- 
tropie de  chaque  ccu'ps  ne  dépend  que  de  sa  température;  la  forme  de 
l'énergie  utilisable,  dans  ce  cas,  dépend  de  la  furuif  di-  la  relation  qui 
existe  entre  Tenlropie  et  la  température. 

Parmi  ces  relations,  la  plus  sinqile  et  la  plus  remanjuable  consiste  à 
maintenir  invariable  l'entropie  de  chacune  des  parties  du  système;  de 
?,Qmh\i\h\c?,  mouvements  isentropiques  cavdiCicvhcnX.  un  système  dénué 
de  viscosité  et  dont  les  diverses  parties  ne  peuvent  céder  de  chaleur  les 
unes  aux  autres;  en  ces  mouvements,  l'énergie  utilisable  n  est  autre 
que  ré([uivalent  mécanirpic  de  l'énergie  interne. 

A  chacun  de  ces  cas  où  il  existe  une  énergie  ulilisabli-,  la  pniposilion 
de  Lagrange  et  de  Lejcunc-Dirichlet  peut  être  étendue  sans  dilTiculté; 
si  les  actions  extérieures  admettent  un  potentiel,  le  minimum  de  la 
somme  O  =  t  ^-  Q  de  l'énergie  utilisable  C  et  du  potentiel  externe  £2 
assure  la  stabilité  de  l'équilibre  du  système;  toutefois,  en  énonçant 
cette  proposition,  deux  remarques  doivent  être  faites,  qui  concernent 
les  svstèuies  où  l'énergie  nlilisabli-  résulte  des  relations  supplémen- 
taires : 

I"  A  |iartir  de  l'état  considéré,  la  grandeur  4>  doit  être  croissante 
non  pas  pour  tous  les  changements  possibles  du  système,  mais  seule- 
ment pour  li-s  changements  (pii  respectent  les  relations  supplémentaires 
d'où  déroulent  l'existence  et  la  forme  de  l'énergie  utilisable. 

2"  Le  minimum  de*  n'assure  la  stabilité  de  l'éiiuilibre  <pi'.iulaut 
que  l'on  suppose  exclus  les  mouvements  qui  transgresseraient  ces 
mêmes  relations  supplémentaires. 

Des  systèmes  définis  par  un  nondire  liiuil.-  tle  variables  indépen- 
dantes passons  aux  systèmes  continus;  ceux-ci  sont  décomposables  en 
une  inlinité  d'éléments  inliniment  petits;  à  chaipie  élément  corres- 
pondent une  lenq)érature  cl  un  nombre  limité  de  variable-,  l'aiini  ces 
systèmes,  Xmjluides  sont  les  plus  simples. 
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Il  est  aisé  d'étendre  aux  corps  fluides  {')  les  propositions  qui  déli- 
nissent  les  conditions  d'existence  de  l'énergie  utilisable. 

L'énergie  utilisable  existe,  quelles  que  soient  les  relations  supplé- 
mentaires, Y>our  un  J/uide  inconiprcs.siblc,  dont  chaque  élément  garde, 
au  cours  du  mouvement,  une  densité  invariable;  les  fluides  incom- 
pressibles tieuneul,  en  lIvdrodyuami(ju(',  le  rôle  des  systèmes  clas- 
siques. 

L'existence  de  l'énergie  utilisable,  pour  les  fluides  compressibles, 
est  subordonnée  à  la  forme  de  la  relation  supplémentaire. 

L'énergie  utilisable  existe,  en  premier  lieu,  si  le  fluide  est  animé 
d'un  mom^cmcnt  isof/icrniifjue;  au  cours  de  ce  mouvement,  chaque 
élément  garde  une  température  invariable  <jui,  d'ailleurs,  peutdiflërer 
d'un  élément  à  l'autre.  L'éneigic  utilisable  coïncide  alors  avec  le 
potentiel  interne. 

L'énergie  utilisable  existe,  eu  second  lieu,  si  le  fluide  est  animé 
d'un  mouvement  enlropique ;  Tenlropie  de  cet  élément  est  alors  une 
fonction  de  sa  température  seule;  la  forme  de  cette  fonction  règle  la 
forme  de  l'énergie  utilisable. 

Parmi  ces  mouvements  sont  les  momcnwiiis  iseniropiqucs;  l'entro- 
pie de  chaque  élément  garde  une  valeur  invariable,  qui  peut  d'ailleurs 
différer  d'un  élément  à  l'autre;  l'énergie  utilisable  est  l'équivalent 
mécanique  de  l'énergie  interne.  Ces  mouvements  sont  ceux  que  peut 
prendre  un  fluide  dénué  de  viscosité  et  de  conductibilité. 

Si  l'extension  aux  systèmes  continus,  et  particulièrement  aux  fluides, 
des  propositions  relatives  à  l'existence  de  Ténergie  utilisable  ne  ren- 
contre aucune  difficulté  digne  d'être  mentionnée,  il  en  est  autrement 
du  théorème  de  Lagrange  et  de  Lejeune-Dirichlel;  son  extension  aux 
systèmes  continus  donne  lieu  à  d'importantes  remarques  (*). 


(')  Jiecherches  sur  l'  llydiodynami<]ue;  i'"  Partie  :  Sur  les  principes  fondu- 
mentaux  de  l'Hydrodynamique,  Chap.  II,  §  1  {Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse,  i'  série,  t.  III,  1901,  p.  355). 

(*)  liecherchessur  l'Hydrodynamique;  1"  Partie  ;  Sur  les  principes  fonda- 
mentaux de  l'Hydrodynamique,  Cliap.  H,  §  3  {Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse,  2=série,  l.  III,  1901,  p.  061).  —  Sur  la  stabililéde  l'équi- 
libre d'une  masse  Jluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation  {Journal  de 
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Il  csl  ciKoïc  |i('i'mis  (l"(''iioiHcr  la  proposition  suivaiUi'  : 

l'ienons  un  olat  drciuilibn.'  on  le  potentiel  <I>  ail  une  valenr  nmindre 
qu'en  tout  étal  7'oisifi;  nous  j)ourrons  toujours  placer  le  système  dans 
un  élal  initial  assez  voisin  de  Tétai  d'étpiililjie,  lui  donner  une  forme 
vive  initiale  assez  voisine  de  zéro,  pour  que  l'état  du  système  au  bout 
d'un  laps  de  temps  (juelconcpie  soit  toujours  aussi  i^oisin  que  l'on 
voudra  de  l'état  d'équilibre,  que  sa  force  vive  soit  toujours  aussi  roi- 
si/tc  (pie  l'on  voudra  de  zéro. 

Non  seulement  cel  énonce  donnera  lieu  aux  oi)servalioiis  déjà  dé\.-- 
loppées  touchant  les  systèmes  qui  dépendent  dun  nombre  limité  d<' 
paramètres  :  tous  les  cbanj^'ements  réels  ou  virtuels  du  système  ilevronl 
se  conformer  aux  relations  supplémentaires  tpii  assurent  lexistence  de 
l'énergie  utilisable  e|  en  déterminent  la  forme,  si  le  système  n'esl  point 
classi(|ue.  Mais  encore  le  mol  cUil  voisin,  cpii  lij,'ure  à  plusieurs 
reprises  dans  cet  énoncé,  devra  être  entendu  ilans  un  sens  distinct  de 
son  sens  liabilnel. 

llahiliii'llcrnrnl,  deux  l'tals  d'un  svsleMie  eoiilinu  s(jnl  ?'ti/.v///.v  l'un 
de  l'autre  >i  les  \ariables  qui  se  rapjjortenl  à  un  élément  de  masse 
quelcontpie  dans  le  premier  élal  dilTèrenl  inliniment  peu  des  variables 
qui  se  rapportent  au  même  élément  de  masse  dans  le  second  état. 

Dans  {'('•/lo/iri-  p/érér/cnl,  deux  états  sont  dits  voi.tin.-i  lorsque  les 
conditions  cpic  nous  venons  de  rappeler  sont  reinj)lies  par  toutes  les 
masses  élémentaires  du  système,  sdiif  prnt-ctrc  par  certains  cléni<nls 
dont  rcnscinhlc  fornir  nnc  masse  infintiiient  prlile;  les  variables  qui 
caractérisent  un  de  ces  éléments  dans  le  premier  état  du  système 
peuvent  dilléii-r  de  quantités  linies  des  variables  tpii  caractérisent  ce 
même  é-lémenl  dans  le  second  iMal. 

Ce  changement  de  sens  apporté  an  mol  rmsin  eniraini'  une  const'- 
quence  gra\e. 

Une  grandeur,  «I>  par  exenqile,  e.-l  minimum  dans  un  état  ilonné  du 
système,  lorsipTelle  v  a  une  plus  petite  \aleur  (pr<'n  tout  élal  misin. 
Si  l'on  adopii-  le  .sw/.v  hahilnel  du  mot  voisin,  la  recheiche  des  eondi- 


Mal/iémali</ue.<!,  5'  série,  l.  VII,  1901,  p.  3ii).  —  Sur  la  stabilitr,  pour  des 
perliiilftitions  </iielcofirjue<t.  d'an  sj  xlème  aniiin-  tl'iin  moiucincnt  de  rotation 
uniforme  {Ibid.,  l.  VIII,  iijo",  |>.  .'1) 
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lions  nécessaires  et  suflisantes  pour  que  $  soit  minimum  flans  un  (''tat 
donné  du  système  peut  être  conduite  en  suivant  les  méthodes  du 
calcul  des  variations.  11  n'en  est  plus  de  même  si  Ton  entend  le  mot 
voisin  au  nouveau  sens;  il  est  clair  alors  que  la  recherche  des  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  $  soit  minimum  dans  un  état 
donné  du  système  excède  la  portée  légitime  du  calcul  des  variations. 

A  la  vérité,  les  états  qui  sont,  au  sens  habituel  du  mot,  voisins 
d'état  donné  sont  compris  parmi  ceux  qui  en  sont  voisins  au  nouveau 
sens;  les  conditions  indiquées  par  le  calcul  des  variations  comme  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  <I>  soit  minimum  dans  un  état 
donné  du  système  demeurent  nécessaires,  mais  elles  peuvent  fort  bien 
ne  plus  être  suffisantes;  l'ien  ne  nous  permet  donc  d'affirmer  qu'elles 
suffisent  à  assurer  la  stabilité  de  l'équilibre  du  système. 

Il  est  clair,  au  contraire,  que,  si,  dans  un  certain  état  du  système, 
$  est  un  minimum  absolu,  le  changement  de  sens  du  mot  voisin  dans 
l'énoncé  du  théorème  de  Lagrange  et  de  Lejeune-Dirichlet  n"a  plus 
rien  qui  nous  puisse  inquiéter;  en  cet  état,  l'équilibre  du  système  est 
assurément  stable.  Cette  remarque  fait  comprendre  l'importance  des 
propositions  qui  vont  être  démontrées. 

Quelques  observations  doivent  précéder  la  démonstration  de  ces 
théorèmes. 

La  plupart  des  développements  de  l'Hydrodynamique  sont,  pour 
les  fluides  exenqjls  de  viscosité,  subordonm'-s  à  la  restriction  sui- 
vante : 

Il  existe  une  fonction  A  telle  que  les  éipialions  de  l'Hydrodyna- 
mique puissent  se  mettre  sous  la  forme 

,    ,  dx  d\  OX 

(-)  d?+»-'  =  '^'         ÔJ'^^r=o,         ---o^,  =  o, 

où  g'x,  gy,  gz  sont  les  composantes  de  l'accéléralion. 

Or  cette  restriction  ne  se  trouve  vérifiée  (]ue  dans  certains  cas  par- 
ticuliers que  nous  avons  appris  ailleurs  (')  à  distinguer  et  à  classer. 

(')  Recherclies  sur  l'Hydrodynainitine;  i"l^ailic:  Sur  les  principes  fonda- 
mentaux de  l'Hydrodynamique,  Cliap.  III  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  2=  série,  t.  III,  1901,  p.  3G8). 
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Nous  avons  romarqin''  rpio  la  plupart  des  ihcorômos  dils  généraux  de 
rHydrodynainique  nclaicnl  établis  rpie  dans  les  circonstances  où  il 
existe  à  la  fois  une  éner^'ie  utilisable  et  une  fonction  A;  ces  circon- 
stances, peu  nombreuses,  sont  les  suivantes  : 

1°  Le  fllide  EST  homogène  ET  incompressible; 

2°  Le  fluide  EST  ISOTIIERMIQUE,  ccst-à-dire  qu'il  est  homogène, 
compressible,  et  qu'il  est  en  tous  ses  points  porté  à  une  même  tempé- 
rature qui  demeure  invariable  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement; 

3°  Le  fluide  est  entropioie,  cest-à-dire  (pic  l'entropie  spéciliipn* 
en  charpie  point  est  liée  à  la  tenqiératuie  eu  ce  point  par  un  relation 
qui  demeure  la  même  dans  toute  l'étendue  du  iluide  et  à  tout  instant. 

Cette  dernière  catégorie  comprend,  en  particulier,  le  cas  où  le  fluide 
EST  isENTROPiQUE,  c'est-ii-dirc  où  le  fluide  se  meut,  à  partir  d'un  étal 
initial  homogène,  de  telle  sorte  que  l'entropie  de  chaque  masse  élémen- 
taire demeure  invariable. 

Ces  trois  catégories  de  (luides  sont  les  seules  que  nous  étudierons  au 
cours  du  présent  travail;  encore  ne  les  prendrons-nous  pas  dans  leur 
entière  généralité;  nous  supposerons  que  les  diverses  masses  élémen- 
taires qui  les  composent  n'exercent  les  unes  sur  les  autres  aucune 
action;  les  actions,  tout  extérieures,  auxquelles  nos  fluides  seront  sup- 
posés soumis,  se  réduiront  à  des  actions,  newloniennes  ou  non.  ajipli- 
quées  aux  divers  éléments  de  masse  et  à  nue  |iression  uniforme  et  con- 
stante appli(piée  à  la  partie  déformable  de  la  surface.  De  plus,  nous 
supposerons  les  tluides  ('-tudiés  exempts  di-  tniiti'  \  iscosili'-. 


§  2.  —  En  un  état  d'équilibre  stable,  le   potentiel  total  est  un  mini- 
mum absolu.  Cas  du  fluide  homogène  et  incompressible. 

Soit  z  1.1  densité  d'iiii  lliiid.-  incompressible  homogène  et  soit 
V(./-,^,  z)  la  fnncliou  polenlitllc  des  forces  extérieures  cpii  le  solli- 
citent. Si  (l^  est  un  élément  tie  volume  de  ce  fluide,  le  polenliel  total 

a  pour  valeur 


(2)  $  =  p/V</m. 
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Le  calcul  des  variations  permet  de  former  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  (')  pour  que  cette  grandeur  soit  plus  petite  dans  un  état 
donné  du  fluide  que  dans  tout  état  voisin  de  celui-là,  le  mot  voisin 
étant  pris  dans  son  sens  habituel. 

Ces  conditions  comprennent,  tout  d'abord,  les  conditions  de  l'équi- 
libre hydrostatique,  lesquelles  se  réduisent  ici  à  deux  : 

La  pression  hydrostatique  n'est  jamais  négative.  —  La  partie  défor- 
mable  de  la  surface  du  fluide  est  une  surface  d'égal  niveau  potentiel. 

En  outre,  elles  comprennent  une  condition  d'inégalité: 

Soit  n  la  normale  à  la  surface  déforniable^  dirigée  vers  l'inlé- 

rieur  du  fluide;  la  grandeur  y-  ne  doit  être  positive  en  aucun  point 

de  la  surface  ;  les  points  où  cette  grandeur  est  nulle  n'y  doii^ent 
pas  former  une  aire  d'étendue  finie. 

Nous  supposerons  la  fonction  V  uniforme,  en  sorte  que  deux  sur- 
faces de  niveau  distinctes  ne  puissent  se  couper;  nous  supposerons  en 
outre  que,  dans  la  région  de  l'espace  où  notre  fluide  peut  se  mouvoir, 
V  ne  présente  ni  maximum  ni  minimum,  en  sorte  que  nulle  surface  de 
niveau  ne  se  ferme  sur  elle-même. 

La  surface  V  =  Vo,  qui  forme  la  limite  du  fluide  en  équilibre,  par- 
tage ainsi  l'espace  en  deux  régions;  l'une,  que  nous  nommerons  la 
région  supérieure,  où  V  surpasse  V„  ;  l'autre,  (pie  nous  nommerons 
la  région  inférieure,  où  V  est  inférieur  à  V(,.  Selon  la  condition  indi- 
quée tout  à  l'heure,  cette  dernière  région  contient  une  partie  de  la 
masse  fluide;  nous  supposerons  qu'elle  la  contient  tout  entière. 

Les  parois  du  vase  indéformable  qui  maintiennent  le  fluide  se  com- 
posent de  deux  parties;  une  de  ces  parties  est  mouillée  par  le  liquide 
en  équilibre;  elle  se  trouve  assurément  tout  enlière  dans  la  région 
inféiicurc;  une  autre  n'est  pas  touchée  par  le  fluide  en  équilibre  ; 
nous  supposons  que  cette  seconde  partie  des  parois  se  trouve  tout 
entière  dans  la  région  supérieure. 

Dès  lors,  il  est  aisé  de  voir  que  la  condition  donnée  par  le  calcul  des 

(')  Des  principes  fondamentaux  de  t' Hydrostatique,  § /|.  (Annales  de  ta 
Facutté  des  Sciences  de  Toulouse,  I.  IV,  i8go,  p.  C.  .'.S). 
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variations  entraîne  celle  autre,  fini  assure  pleinement  la  stabilité  do 
ri''(|nilil)re  : 

Dans  ViHal  considéré  du  sysli-nir,  la  grandeur  4»  r.st  un  ntini- 

nnini  fdisuhi. 

Considérons,  en  effet,  le  Huide  dans  un  autie  état  (jnelcfniijue.  Nous 
pourrons  distinguer  dans  rcspacc  quatre  régions  : 

I.a  région  o  n'est  occupée  par  le  liquide  ni  dans  le  premier  étal,  ni 
dans  le  second. 

La  région  i  est  occupée  pai'  li'  lliiide  aussi  bien  dans  le  premier  état 
que  dans  le  second. 

I.a  région  2  est  occupée  par  le  Miiide  dans  l.-  premier  état,  mais  non 
dans  le  second. 

Jùilin,  la  région  3  est  occupée  par  le  lluide  dans  le  second  état,  mais 
non  dans  le  premier. 

Dés  lors,  si  *  se  rapporte  au  premier  état  et  *I>'  au  second,  il  est  aise 
de  voir  que  Ton  a 

{^)  <l>'-«l)  =  p/\   ,/c;T-0  A   ,/c7. 

L'incompressibilité  du  lluide  exige  (pie  l'on  ait 

/  r/oT  —  \  </ra  =  o. 
I/égalité  (3)  peut  donc  s'écrire 
(4)  «I»'-*  =p  {{\  -  \\)du,  -  z  /\V  -  V,.  ),/ra. 

Mais  la  partie  .'i  de  l'espace  est  nécessairement  dans  la  rru'iou  supé- 
rieure, en  sorte  (pie  (V  —  V„)  y  est  j>osilif,  taudis  que  la  partie  2  est 
dans  la  ré<:i()n  iuférieuri',  en  sorte  (pie  (  \'  —  \  „)  v  est  négatif. 
L'égalité  ('{)  montre  alors  (|tie  (<I>'_(I>)  .-st  positif,  ce  (jui  établit  le 
lliéorème  énonci'-. 

Journ.  ,li-  Math,  (l'icric).  I.mic  I\.  —  l■^l^f.  III,  i.,.il.  >i 
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§  3.  —  Cas  du  fluide  isothermique  soumis  à  des  actions  extérieures 
newtoniennes. 

Passons  au  cas  d'un  fluide  homogène,  compressible,  dont  la  tempé- 
rature uniforme  garde  une  valeur  invariable.  Supposons  ce  fluide 
soumis  à  des  actions  extérieures  qui  se  composent,  d'une  part,  de 
forces  ncAvloniennes,  appliquées  aux  diverses  masses  élémentaires  et 
dérivant  d'une  fonction  potentielle  \(^x,y^z.)\  d'autre  part,  d'une 
pression  normale,  uniforme  et  constante  P,  appliquée  à  la  partie  défor- 
mable  de  la  surface.  Sip  esl  la  densité  du  fluide,  la  masse  élémen- 
taire dm  admet  un  potentiel  interne  "C(p,  T)  dm,  où  il  va  être  inutile 
de  faire  figurer  la  température  T,  qui  esl  une  constante.  La  grandeur  $ 
a  pour  valeur,  dans  ce  cas, 

(5)  ^l^=  f\p(\  +  l)  +  V]drjs. 

Le  calcul  des  variations  nous  fait  connaître  ('  )  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  $  ait,  dans  un  état  donné  du  fluide,  une 
valeur  plus  petite  que  dans  tout  état  7'oisin,  ce  mot  étant  entendu  au 
sens  habituel. 

Ces  conditions  sont  les  suivantes  : 

Il  existe  une  quantité  C,  constc^nte  dans  toute  l'étendue  de  la  masse 
fluide,  telle  que  l'on  ait,  en  tout  point  de  cette  masse, 

En  cha(jae  point  de  la  masse  ihiide,  la  pression  II  est  donnée  par 
l'égalité 

(6)  n=p=f^. 

Cette  pression  n'est  négative  en  aucun  point  du  lluide. 


(')  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  Jlollants,  Cliap.  I,  §  b  (Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  5"=  série,  t.  I,  iSgS,  p.  i33). 
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En  chaque  point  clf>  la  siirfaco  défonnable  elle  prend  la  valeur  P. 

La  quanlité  —n'est  positive  en  aucun  point  de  la  surface  défor- 

inablc;  les  points  où  elle  est  nulle  ne  forment  pas,  en  cette  surface,  une 
aire  d'étendue  finie. 
La  quantili'' 

n'est  négative  en  auruii  |)oinl  de  la  masse  lluide;  les  points  où  elle  est 
nulle  ne  forment  pas,  eu  celte  masse,  un  volume  fini. 

Conservons  les  notations  et  les  conventions  du  cas  précédent. 

En  chaf[ue  point  de  la  vi-gioii sup(\ricuri',  nous  pouvons  définir  une 
densité  fictive  p  par  l'équation  (j);  la  valeur  correspondante  de  II, 
donnée  pr  l'égalité  ((i),  pourra,  en  certaines  circonstances,  n'être  plus 
positive;  inais«o«.y  admettrons  que  lavaleur  de  i{^)  qui  correspond 
à  ces  valeurs  fictives  de  p  continue  à  être  positiie,  de  manière  qu'elle 
est  positive  pour  toute  valeur  réelle  de  la  densité. 

Dans  ces  liypolhéscs,  nous  allons  prouver  que,  si /es  conditions  pré- 
cédentes sont  toutes  remplies,  la  valeur  de  «1>  est  un  minimum  absolu, 
ce  qui  assure  la  stabilité  de  l'équilibre. 

Donnons,  en  effet,  comme  dans  le  cas  précédent,  un  déplacement 
fini  au  lluide;  soit  p'  la  densité  au  sein  de  l'élémeiit  drr.  après  ce  dépla- 
cement. Nous  aurons 

1   ,1,-  _  <ï,  =     j'  I  .'V  ^  p'^Cc'  ^  _  p V  _  3J:(p^]  ,1^ 

(8)  •  +C[p'V  +  p'r',p;-+-i>J,/CT 

[  -/f?V+pr(p)Vl'|^/rv. 

tandis  qui'  la  conservalimi  d.-  la  ma^se  du  lluide  s'exprimera  par 
l'égal  il  é 

(9  )  /  (,='  -  p)dai  -i-  j  z'du\  -  j  p  dts  =  o. 
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Il  est  clair  que  cette  condition  (9),  jointe  à  la  dt-finition  de  la  den- 
sité fictive  p  en  tout  point  de  la  région  3,  nous  permet  d'écrire  1  éga- 
lité (8)  sous  la  forme 

$'-*=    f  [p'v-i-p'r(p')-p'C-pV-pr(p)+pC]rftn 

•^1  +  3 

+  r  [pY -+-p(:(p) -pc-t-pjrftTT 
-  f  [pv  -^'/:{'^)  -pC4-P]j^ 

ou  bien,  en  désignant  par  p^  la  densité  donnée  par  régalité 

que  prend  le  fluide  le  long  de  la  surface  déformable,  et  en  tenant 
compte  de  l'égalité  (5), 

I   $'-<!)=/"    [p'V  +  p'i:(p')_p'C-pV-p(:(p)  +  pCJrfni 


ly^ 


'^-■.l''-^'U-r.. 


L'égalité  (5),  différentiée,  donne 

J(p)  étant  toujours  positif,  tious  voyons  que  la  valeur,  réelle  ou  fic- 
tive, de  p  en  un  point  de  l'espace  est  une  fonction  décroissante  de  la 
valeur  de  V  au  même  point  ;  (p  —  po)  est  donc  positif  dans  la  région  2 
et  négatif  dans  la  région  '6. 

D'ailleurs,  le  même  signe  de  J(p)  nous  enseigne  que 
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est  une  foru  lion  croissante  de  2.  Nous  aurons  donc 
Considérons  mainlcnant  la  fonction 

F(p')  =  ='v  -+-  p'r(p')  -  p'C  -  p  V  -  pr(?)  +  pC. 

Nous  aurons 

rfp'«      "~        rfo'     "^  f      f/p"      ~      p'     ■ 

F(p)  est  ovidcninicnt  nul:  il  en  est  de  même  du — j-^^,  en  vertu  de 
^'  '  (/p 

régalilé  (5);  enfin,  J(p')  étant  positif,  il  en  est  de  même  de — ,  ,,     • 

F^(p')  est  donc  positif  pour  toute  valeur  di-  p'  qui  dilVère  de  p  et  nous 
pouvons  écrire  riné|;alilc' 

(12)    /■  [p'V-f-p''^(p')-?'C- pV-p:(p)-i-p(:|,/tn>o. 

I. 'égalité  (  10)  et  les  inégalités  (1  1)  et  (  12)  donnent  l'inégalité 
*!>'  —  <1>  >  0 

cl  11'  liiiMirème  énoncé  est  (li'moiili f. 


2/,6 


^  4.  —  Cas  du  fluide  homogène  et  compressible,  soumis 
à  des  actions  extérieures  non  newtoniennes. 

Il  suffit  de  compliquer  fort  [)eu  Tanalyse  précédente  pour  qu'elle 
s'étende  au  cas  où  les  actions  extérieures  appliquées  aux  divers  élé- 
ments de  la  masse  fluide  ne  sont  plus  newtoniennes  ('). 

Dans  ce  cas,  la  fonction  potentielle  de  ces  actions  en  un  point  ne 
sera  pas  déterminée  par  la  seule  connaissance  des  coordonnées  (jCjJ^,-) 
de  ce  point;  pour  la  connaître,  il  faudra  connaître  en  outre  la  nature 
du  fluide  qui  se  trouve  en  ce  point  et  sa  densité  p  ;  nous  pourrons  donc 
la  représenter  par  U(p,  x,  y,  z)  et  écrire 

(i3)  (I>=J[pU(p)  +  p(:(p)-^P]c?cr. 

Le  calcul  des  variations  indique  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que,  en  un  certain  état  du  fluide,  cette  grandeur  $  soit 
plus  petite  qu'en  tout  état  voisin,  ce  mot  étant  pris  au  sens  habiluel. 
Ces  conditions  sont  les  suivantes  : 

1°  Il  existe  une  grandeur  C,  de  même  valeur  en  tout  poinl  du  lluide, 
telle  que  l'on  ait 

(1.4)  u(p)  +  p^-+-(:(p)  +  p^  =  c. 

2°  La  pression  JI  est  une  fonclion  uniforme  de  .r,  y,  z  (|ui  vérifie, 
en  tout  point  du  fluide,  légalité 

A  la  surface  (léformal»le  du  fluide,  celle  grandeur  a  la  valeur  inva- 
riable P.  EUe  n'est  négative  en  aucmi  point  du  fluide. 


(')  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide  dont  les  élétnents  sont 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  §  V  {Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  5°  série,  t.  III,  1897,  p.  17")). 
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3"  Soient  //  la  demi-normale  à  la  surface  terminale,  dirigée  vers 
l'intérieur  du  fluide,  et  a,  p,  y  les  cosinus  des  angles  que  celte  direc- 
tion fait  avec  les  axes  de  coordonnées. 

L'expression 

dx  dy  ^  dz  •        du         dp  dn 

ncsl  [)osilive  en  aiiciiii  point  di;  la  siirfaro  défornialtle  du  fluide;  les 
points  où  elle  est  nulle  ne  forment  pas  une  aire  d'étendue  finie. 

Celte  dernière  condition  peut  se  nietlre  sous  une  aulre  forme.  Kn 
eflet,  l'égalité  (i5)  donne 

dn         ^      dpJn     '^  l^!'      0}  '"     ch      "^  f       <;'     \  on' 

tandis  (|uo  l'égalilé  (  i  \)  permet  d'écrire 

dn  ^    Op  dn  L     ''?  dp  '"     dp*    J  dn 

De  ces  deux  égalités,  on  lire 

dn  _  ,[dVh:.)  dp  _  01, pY] 

dn         f[     dp       dn  dn     ]' 

La  condition  |)récéd('ntr  [hmiI  donc  s'énoncer  ainsi  : 

La  irrandour-,-  n'est  nésTalive  en  aucun  ixiinl  do  la  surface  défor- 
^  dn  '^  ' 

niable;  les  points  où  elle  est  nulle  m'  forment  pas  une  aire  d'élendufc 

finie. 

/["  La  giandriii- 

n'est  négative  en  aucun  point  du  fluide;  les  points  où  elle  esl  nulle  ne 
forment  pas  un  volume  d'étendue  linie. 
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Nous  admettrons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  la  quantité  .T(p,  x,y,  z) 
est  positive,  en  chaque  point  (.r,  y,  z),  non  seulement  pour  la  valeur  p 
qu'y  prend  la  densité  du  fluide  en  équilibre,  mais  encore  pour  toutes 
les  valeurs  qu'y  peut  prendre  cette  densité,  entre  o  et  l'inverse  du  covo- 
lume  à  la  température  de  rexpérience. 

Considérons  une  région  de  l'espace  non  occupée  par  le  fluide, 
celui-ci  se  trouvant  dans  un  état  où  toutes  les  conditions  précédentes 
sont  vérifiées.  A  chaque  point  de  cette  région,  nous  pourrons,  par 
l'équation  (i4)j  faire  correspondre  une  valeur  fictive  de  p,  puis,  par 
l'égalité  (i5),  une  valeur  fictive  de  H;  cette  dernière  valeur  pourra 
être  négative. 

Nous  supposons  que  la  fonction  \J(p,  x,  y,  z),  considérée  comme 
fonction  des  variables  x,  y,  z  explicitement  écrites,  est  une  fonction 
uniforme;  alors,  la  densité  fictive  p,  définie  par  l'équation  (i4)j  sera, 
elle  aussi,  une  fonction  uniforme  de  x,  y,  z;  si,  en  effet,  en  un  point 
(x,  y,z),  l'équation  (i4)  était  vérifiée  par  deux  valeurs  distinctes  et 
positives  de  p,  il  existerait  une  troisième  valeur  de  p,  comprise  entre 
les  deux  premières,  qui  annulerait  la  dérivée  par  rapport  à  p  du  pre- 
mier membre  de  l'égalité  (i4);  or  cette  dérivée,  — ^>  est  essentielle- 
ment positive. 

La  valeur  fictive  de  H,  que  définit  l'égalité  (i  5),  est  une  fonction 
uniforme  de  p  et  de  x,  y,  z,  partant  une  fonction  uniforme  des 
variables  x,  y,  z. 

Nous  supposerons  que,  cjuelle  que  soit  la  valeur  constante  attribuée 
à  p,  la  fonction  U(p,a7,  y,  z)  n'admette  de  maximum  ni  de  minimum 
dans  le  champ  des  variables  (x,  y,  z);  ou,  pour  parler  d'une  manière 
plus  précise,  qu'il  n'existe  aucun  point  (x,  y,  z),  ni  aucune  valeur  de  p, 
telles  que  l'on  ail  à  la  fois  les  trois  égalités 

^U(p,,x,7,  r)  =  o, 
■j^V(p,x,y,z)  =  o, 
,17  U(p,a-,7,i)  =  o. 
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Los  égalilijs  (  1  'i  )  et  (  i")}  doiiiioiit 

J   dp     ^    d[](p,a:,f,=)    ^    ^d'U(p,a.y.=)^^ 
p  Ox  dx  >'  Op  Oi 

j^  ^       d'\i(p,j:,y,z)  ^  J» 
Ox        ^  Op  ÔT  dx 

(Jii  011  lire  la  j)rt'iiiicii'  des  égalités 

^  _  _  ^  <JU(p,  j:,  y,  j) 
dx  '  dx 

à^  _       „  dVi(.p,x,y,z') 
à  y  ^  dy 

dn  ^dl!{p,x,y.z) 

dz    ^        ?  dz  ' 

Nous  voyons  alors  (|iril  n'cxislL'  aucun  |)oinl  de  lespacc  où  l'on  ait 
à  la  loi^ 

d\\  d\\  dn 

j-    =    O,  --     _    O,  -r-    =   O. 

dx  ^  dy  dz 

Nous  pouvons,  aus>i  hirn  dans  la  région  occupée  par  Ir  lluidi-  ipn' 
dans  la  léj^ioii  où  il  ne  se  douve  pas,  tracer  la  famille  de  surfaces 
II  =:-consl.,  II  étant  une  fonction  uniforme  de  .r,  y,  z\  deux  de  ces 
surfaces  ne  jieuvenl  se  couper;  une  de  ces  surfaces  ne  peut  non  jilns 
èlii-  une  surface  fermée,  puis(pic  II  n'est  maximum  ni  minimum  en 
aucun  point  de  l'espace. 

l>a  surlaci'  difoiinable  du  lluidc  est  une  de  ces  surfaces,  In  surface 
Il       I*.  IJli' di\  isc  l'espace  en  deux  régions  :  une /v'if/o«  Mt/prririin; 
où  II  csl  infi  linir  à  |',  et  \\i\c  tri^ion  in frvimtrr,  où  II  est  supérieur' 
à  l\ 

I)a|)rès  ce  (pie  nous  a\ons  vu,  la  partii-  du  lluide  ipii  conlinc  à  la 
surface  (lél'oruiaMe  se  trouve  dans  l.i  légion  i/i/i'/iriirc ;  nous  .siippo- 
xcruiis  fjiir  lu  iiKixsf  Jhiidi'  s'y  liom'c  tout  entière;  alors,  en  aucun 
|)oinl  occupé  |i;ir  le  lluide  en  é(]uililire.  la  pri'ssiou  FI  ne  sera  inférieure 
à  1'. 

Nous  ac//ni-lt/o/is  que  lu   /mrlir,  non  nioiiillrr  par  Ir  /hiitir  rn 
joHiii.dt'  Mtiiii.  Cl-  MTM  i.i.i i\.  -  i-.i^,.  ni.  .1.  ^^ 
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<'quiUbr<',  des  parois  dit  rase  ////i  cDiilicnl  h-  Jhildi'  se  traîne  (oui 
cnlihre  duiis  la  région,  supérieure 

Dans  CCS  liypolhèses,  les  coii(lili(iii>  ('■luiiicécs  précrdemiiH'iil  ciilrai- 
neiil  celle  conséquence  : 

La  grandeur  $  csl  un  inininiuiii  alisnlii. 

("•ai-flanl  alors,  anlanl  que  possible,  les  nolalions  des  Parayraplies 
pi'écédeiils,  nous  pourrons  écrire 

(l>'-(l)=r  ^[p'U(p')  +  p'"C(p')   -   plJ(p)-?'C(pjJ^t7 

^  I 

(17)      (  -^  Ç\^'\Jio')   \- fC{f)  +  V\dvi 

\  -^[purp)  +or(p)  -f-rjf/tô. 

La  eonservalion  de  la  masse  (luide  s'exprime  encore  ici  par 
Tégalilé 

(())  /  (p'  —  p)  dm  -h  /  p'  dm  ^      ?  '^^  "=  ^• 

Les  égaillés  (i4)  el  (ij),  vériliées  en  tonl  poinl  de  l'espace,  jointes 
à  Tégalilé  (9),  pcrmcttcnlde  meUre  l'égalité  (17)  sous  la  forme 

,  <i.'-a)=  /'  [p'i  (p'j4-p"C(p)-p'C-pU(»-pr(p)-p(:|./G7 

'^  "  *  I  +  /'(Il  -   p  ;  dm  +J\  p  -  H  )  dm. 

Le  volume  2  esl  sùremenl  dans  la  région  inférieure  el  le  volume  i 
dans  la  région  supérieure  ;  h  moins  donc  (|ue  ces  volumes  ne  s'cva- 
nouissenl,  on  a 

/'(Il  -  P)r/cn>o. 

/'(Il  -     P)(/C7>0. 

D'autre  pari,  considérons  l'expression 

F(p')  =  p'U(;p')  -h  fC{?')  -  p'C  -  ^\^{^)  -  pr(^p)  +  pC. 
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\f)iis  aurons 

dp"-     ~  y' 

\  isil)Iriiiriil,  1""'(:^  =  ();  selon  l'égalilt;  (^i4)?  ''  •'"  '"•'  •''"  Mn'-im' 
<lc  — -——y  tandis  que  -  Ji  est  positif  quel  que  soil  ;':  ou  a  donc, 
[}iiiii  loute  valeur  de  p'  difléreiitt'  dr  p, 

F('p';  =  2'U(p')  -h  p'^(p')  -  ?'<'.  —  f  L'(p)  -  2:(s)  -+-  f  C>  o. 

I^es  li'ois  in(\i:aiili''s  qui  \irnrii'nl  dèlre  l'-laldics,  jointes  à  Ii-ga- 
lité  (i.S  ).  doniinit  riii.'i;alil(- 

(|ui   di'lilDIlllr  II'  lliroirini-  iMlolIoé. 

;;  5.         Cas  du  fluide  entropique. 

(  !i)nsidi'i<iMs  Mil  llimli'  liniii()j;<''ne  <'l  rniii|M'cssil)lf.  Supposons  li- 
sou>tiail  à  toiilr  ai  lion  txh'rieure,  sauf  à  celle  dune  pression  norninle 
cl  unlliirnie  1'.  Su|)p()>ous,  en  oiilic,  fpie  la  lenqiéralure  T  ail  inilia- 
Iriiicnl  la  nicinc  valeur  en  loii<  les  poinis  du  llnidc  La  dcnsilc  iln 
llnidc  eu  équililire  aura  partout  une  nicuic  \aleui- c.  Ii<'-c  à  la  pulsion  I' 
et  à  la  Icinpéralure  T  jiar  léi^alilc 

hna^Mnons  (pi 'm  (oui  luiuneiniul  à  parlir  kV'  cet  élal  d'êquililue, 
la  densité  :  ri   la   Irmpi  ralui'c  '!'  soient,  pour  cliacpic  poini   inalcrii-l, 

liées  par  la  i  l'IahMii 
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OÙ  s(T)  e^t  une  foiiclion  de  la  température  T,  la  même  pour  tous  les 
points,  et  où  E  est  l'équivalenl  mécanique  de  la  chaleur.  Posons,  en 
outre, 

(■20  bis)  S(T)=fs(T)dT. 

Nous  aurons 

(21)  $  =  |'[p-C(p,T)-l-EpS(T)  +  P]^nî. 

Le  calcul  des  variations  nous  donne  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  $  ait,  dans  l'état  d'équilibre  considéré, une  valeur 
plus  petite  qu'en  tout  état  voisin,  le  mot  voisin  étant  pris  au  sens 
habituel. 

Outre  les  conditions  d'équilibre  déjà  mentionnées,  on  obtient  de  la 
sorte  la  condition  suivante  ('  )  : 

La  quantité 

^"■'  dp        "'"'       dp  ^       dpdT      "^f       dpdT      dp 

est  positive. 

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'égalité  (20), 

(^3\  àn{p,T)        p^?(p,T)        p^ds{T)-\  dT  _ 

ce  qui  permet  d'écrire  l'égalité  (22)  sous  la  l'orme 

(24)  J  =  2p — ^-Y^ h  p- — -^^ — - -• ' 


dp  f^         dp^  d'-'^{p,Tj  ds(T) 

àT-       '^       dT 

Nous  admettrons  que  cette  quantité  est  positive  pour  toute  valeur 
acceptable  de  la  densité  p  et  de  la  température  T. 


(')  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps  flottant,  Chap.  I,  §  a  (Journal 
de  Malhéniatiques  pures  et  appliquées,  5'  série,  t.  I,  iSgS,  p.  i3i). 
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Nous  allons  montrer  ((ne,  dans  l'élal  (réqnililjii-  initial  an  lliiide.  la 
quantité  4»  est  un  minimum  absolu. 

Soit  dm  un  élément  de  masse  du  système;  soient  p',  T'  sa  densité  cl 
sa  température  dans  un  état  <|ue!con(|ue;  \  isiMcment,  nous  pourrons 
écrire 

(?.5)     a>-*  =f[:(?\  T)  +  ES(T')  +  L;  -  r(:.T;  _  i:S(T;  -  ^J  ,/„,. 

p'  et  T'  étant  liés  par  la  relation 

(■26)  '^^'P=-Es(T), 

nous  pouvons  écrire 

(27)     F(?')  =  p'["C(?',T')+ES(r)+^-^(p,T)-ES(T)-L^]. 

De  là,  nous  tirons 

—^  =Z(p',J)-h  p'  ^^^',    '  -i-Eb(T)  -"(  c.  1)  —  -  —  r.x  I  I 

»)U  liicn,  en  \iM'tu  des  éj;alités  (-20  /ti'.f  )  et  (2G), 
Nous  tri)u\(ins  ensuite 

rf?'«    -  ^  ~i>7      ^  ?       ;}?^      "^  I     ,^T'      ■*"  ''  ~7r~\  TT' 

^,., <)*!:(?', y )  dT 
'"^     jp  ,)t    ,1. 

ou  liien.  iMi  vertu  des  égalités  ^^20  /</>),  (  26  )  et  (^23j, 

^2,,^  rfM^p)  _  J(p',T-) 

'^    ■'^  rfp't     —        p' 
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L'égalité  (27)  montre  que  F(p)  —  o;  en  tenant  compte  de  l'éga- 
lité (19),  l'égalité  (28)  montre  également  que  ———  =  o;  enfin  l'éga- 
lité (29)  prouve  que  '^  ,^  est  positif  quel  que  soit  p'.  F(p')  est  donc 
positif  pour  toute  valeur  de  p'  qui  diffère  de  p,  et  il  en  est  de  même 
de       ,    •  Alors  les  égalités  (•^j)  et  (27)  donnent  Tinégalilé 

$'—  <ï>>o. 

qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


CHAPITRE  II. 

ÉTIDE    CIXÉMATIQIE    IIF.S    PETITS     MOIVEMENTS    DES    FLIIDES. 

§  1.  —   Étude  cinématique  des  petits  mouvements  quelconques. 

Considérons  un  fluide  qui  exécute  de  petits  mouvements  au  voisi- 
nage d'une  position  d'équilibre. 

Le  point  matériel  qui,  dans  le  lluitlc  en  éipiililnc,  aiuait  pour  co(U'- 
données  x^^  y^^  ;„  a  pour  coordonnées  à  l'instant  /,  au  sein  du  lluiile 
en  mouvement,  les  nombres  x,  y,  z\  si  nous  posons 

C I  )  ■>■  =  ■'•,  -^(1,  y^y^-h[>,  -  =  s„  4-  C, 

a,  b,  c  sont,  à  l'instant  /,  les  composantes  de  Vcloniîalion  du  point 
matériel  considéré;  ce  sont  évidemment  des  fonctions  des  quatre 
variables  x\,y^,,  r„,  /  : 

1,'2;  <   b  =  b{x„,y^,z„,  /), 

(  c  =  c(x„,_).'„,  :r„,  t). 
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(]cs  fonctions  cl  Imirs  délivres  parliollos  seront  regardées  comme  infi- 
ninienl  petites. 

(]etle  liypollirse.  juinle  anx  égalités  (i),  permet  d'écrire 

/  #\  /  ,\        '^'^  (}<i  ,         da 

An  second  nicinlin'  de  (('Itc  ('•i,Mlili'\  les  trois  derniers  termes  sont 
infinimenl  piiiis  du  srcoud  nidri';  on  a  donc,  en  négligeant  ces  infini- 
ment |)e|ils,  la  |iii'iiiii're  des  égalili's 

(3)  ]  b{x„,y„,z„,t)  =  b{x,y,z,t), 

f  c(j--o,ro,  -,.,  0  =  c(x,7,  3,  t). 

Les  denv  dernières  s'établissent  dune  manière  analogue. 
Ces  égalités  peuvent  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Aux  in /iniiiifiil  jx'lils  du  sn-oinl  ovdic  prèx,  i clonifolion,  ù  l'in- 
staiil  /,  du  point  niatciifl  dont  x,  y,  z  sont  les  roordonnérs  à  cet 
instant  est  c^alc  à  l'rlongation,  au  mcim-  instant,  du  point  maté- 
riel dont  r^  )-,  z  sont  1rs  coordon/iri's  dans  l'ctat  d'cquilibrc. 

\m  \ilessc  du  pdiul  uiah'iii'l  dnnl  ./•,  r.  r  sont  les  coordonnées  à 
l'instant  t  est  une  giandeur  gr()mélri(pii'  hien  déterminée  dont  les 
composantes  seront  désignées  par 

»(./;,  y.  z,  t),     »•(•/-•,>',  :-,  t),     w{x,y,  z,  t). 

On  a  \i.sihlenicnl 

u{x,y,  z,  t)  ^ j^ 

V.w  iK'gligeant  les  inliniiui  ni   pelil^.  ilu  >einnd  oiilre,  cette  égalité 
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devient  la  première  des  cgalilés 


u  0^,7,  =,  0  =  ;ï7  «("'■•' r.  -'  0- 


(4)  t-  (x,y,  =;  t)  =  j^h(x,y,  z,  l), 

w(x,  y,  z,  l)  =  -T-r.  (x.  y,  z,  l). 


Les  deux  autres  s'établissent  d'une  manière  analogue. 

Soient  g^(x,y,z,i),  g^.(x,  y,  z,  t),  g,(x,y,z,f)  les  compo- 
santes, à  l'instant  /,  de  l'accélération  du  point  matériel  qui  a  pour 
coordonnées  ,z-,  y,  ^  à  cet  instant;  par  un  raisonnement  analogue  à 
celui  qui  a  fourni  les  égalités  (4  ),  on  trouve  les  égalités 

i  gA^^  J'  -'  0  "=  57^ ^(■^■' /'  -'  0' 

f  d^ 

\  f^-Ax,y,^.t)  =  -^.c(x,y,z,t). 

Si  (  X,  y,  z)  est  un  point  dune  paroi  immobile  et  si  «,  est,  en  ce 
point,  la  normale  à  la  paroi  dirij;ée  vers  Finlérieur  du  fluide,  on  doit 
avoir 


(6) 


a(x,y.  z.  t)  cos(ni,x)  -f-  b(x,y,  z,  /)cos  («,-,_}') 


Supposons  (|ue  deu\  fluides  i  et  2  soient  en  conlact;  leur  surface  de 
conlact  occupait  la  position  S,,  dans  Tétat  d'équilibre;  à  l'instant  l, 
elle  occupe  la  position  S,,,  infiniment  voisine  de  S,,.  8oit  (A(5,y),  JI) 
un  point  de  la  surface  E,,;  soient  v,,  v^  les  deux  demi-normales 
menées  en  [i.  à  la  surface  1,.,,  la  première  vers  l'intérieur  du  fluide  i ,  la 
seconde  vers  l'intérieur  du  fluide  2-.  Au  point  géométrique  p.,  à  l'in- 
stant /,  se  trouvent  un  point  matériel  appartenant  au  fluide  i  et  un 
point  matériel  appartenant  au  fluide  2;  dans   létal   d'cMjuilibre,  ces 
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doux  points  iiiatériels  étaient  sur  la  surface  S,,,  le  premier  en 

le  second  en 

M,(a;,.7,,  .%); 

M,u.esirélongation  à  riM>l;.nl  /du  pimiier  |)oint  lualériel,  ses  com- 
posantes sont 

Mjfj.  est  rélong^atiou  à  liustant  /  du  second  point  nuitériel;  ses  com- 
posantes sont 

a,(v-2,y,,  z.,,l),      /'A-r,,  y,,  z., /),     <:.{x,,  y,,  z,,  t). 

Aux  infiniment  ])etits  du  second  ordre  près,  nous  aurons 

I         «.  (•'■.,>'.,  ^i ,  0  cosCv, ,  .V)  +  b,  (./•,,>'. ,;,,/)  cos(v,,  j) 
(„^   '  ^-c,  (^•,,>-,,-,,/)cos(v,,  j) 

i  -^  (ii{j:i,y.,,z.,,t)co^{y.,,x)-hb.,{x.,,y.,,z.,,l)Qos{^i^,y) 
\  ■+■  c.,(x.,,y..,  jj,  /)cos('v^.  :;)  =  o. 

Soit  M (./■,>,,  z)  un  point  de  la  surface  S,,.;  soient  n,.  n.  les  deux 
demi-normales  menées  par  le  poim  M  à  la  surface  S,,,  lune  vers  l'in- 
térieur du  fluide  I,  l'autre  vers  lintérieur  du  lluide  ^..  Supposons  le 
point  \l  iiillnlineiit  voisin  des  poinis  ;/.  M,.  M_.  Nous  aurons 

a,[x,,y,,  :,,  /)cos(v,,  j;) 
Il       a,(.r,  )',  ::,  /)cos(«,,  .i) 
-+-o,(.r,  v,  ;,  /)[cos(v,,  ,«)  —  cos(//,,  ./■  )| 

-^cos(v.,x,[^(..-.0-H'^0-.-.r)-.^(..-..]. 

Mais,  au  second   mrmiuc  de  cette  é-;alil<-,  les  deux  derniers  termes 
sont    des    inlinimenl   petits    du   second    ordre;  en  les   né{;lij|feant,   il 

Journ.  de  Malli.  (  i»  scnc),  luiiie  l\    —    l'a«.-    III,  i.,«J.  34 
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\  iiMll 

a,{x,,)-,.  :■,,  /)fos(  V,,  x)  =  a,(x,y,  z,  t)cos(n,,  x). 

Celte  égalité  cl  cFaiilres  analogues  liansfuriiieiil  l'égalilé  (7)  en 

I         a,{x,  y,  z,  l)  cos(«,,  x)  +  l>,(x,  y,  z,  t)cos(n,, y) 
\  -h  c,{x,y,z,t)cos(n,,z) 

'     '     h  a.,(x,  y,  z,  t)cos{n.i,  x) -h  b.^(x,  y,  z,  t)cos{n.j,  y) 


+  c,(;.r,jK,  z,  /)cos(n,,  z)=  o. 

Cette  égalité  doit  être  vérifiée  à  tout  instant,  en  tout  point  de  la 
surface ^xe  S,o. 

Soit  po{x,y,  z)  la  densité,  au  point  {x,y,  z),  du  fluide  en  équi- 
lii)re;  soit  p(x,  y,  z,  l)  la  densité  au  même  point  et  à  l'instant  /,  au 
soin  du  fluide  en  mouvement;  (p  —  p,,)  est  une  quantité  infiniment 
jK'tite  ainsi  que  ses  dérivées  partielles. 

Dans  le  fluide  en  équilibre,  traçons  une  surface  fermée  S,  circon- 
scrivant une  certaine  masse.  A  l'instant  /,  cette  masse  est  circonscrite 
par  une  surface  2,  infiniment  voisine  de  la  surface  S:  un  point 
(x,  y,  z)  de  la  surface  S,  subissant  le  déplacement  a(x^  y,  z,  i), 
ù(x,  y,  z,  t),  c(x,  y,  z,  t),  se  vient  placer  sur  la  surface  I].  Soit  n,  la 
demi-normale  à  la  surface  S,  menée  par  le  point  {x,  y,  z)  et  dirigée 
versTinlérieur  du  volume  que  cette  surface  enferme;  soit  ci  ce  volume. 
En  exprimant  que  la  masse  contenue  dans  la  surface  S  est  identique 
à  la  masse  contenue  dans  la  surface  S  et  en  négligeant  des  infiniment 
petits  du  second  ordre,  nous  trouvons 

p„tluy=  j  pdxn    -   /  p|  acos(«,,  a;)  +  Z'cos(«,j'')  + ccos(/?,-,  r)|  rfS. 

Mais  (p  —  po)  étant  une  <juanlilé  infiniment  petite,  on  peut  encore 
écrire  cette  égalité 

/  (p  —  pa)dx3  =  I  p„[«cos(/i,,  x)  -i-  ljcos(ni, y)  +  ccos(n,,  r')]c^S. 
l'ar   une   méthode    connue,    on    en    conclut   que    l'on    a,    en    tout 
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poiiil  (■'-,}',  ;;dii  volume  occiipi'  |.iii'  l.-  (lnid.'  en  i''(|inli|)rc,  cl  à  loiil 
instant  t, 

(9)        ?-p„4-p„(^-^^-i-^j-^a^«^^-^>cJ^  =  o. 

D'iiuliT  part,  en  négligeant  toujours  lis  infiiiiinout  pptilsdu  src.nd 
ordre,  ou  a 

f.u;r,  =)  -  f..-.-....v., .-. .  =  ^».  + 1/,.  -.  '^c, 

en  posant 

^0  ^^  '■"  ("^"o)  yoi  -'0)  0* 

Si   Ton    tient   compte    des   égalités   (3),    l'égalité  écrite   ci-dessus 
devient 

'     '         ■"  '//■  âv  àz 

l/égalité  (  q)  devient  alois 

^lo)    p(.r,  r.  --./)  -  3„('.A-„.  Vo,  r    ,  :      ,     >     -      ''"    ^  '!^  -^  '^l"  i. 

Visiblement,  elle  peut  encore  s'écrire 

iVous  disons  que  le  mouvement  admet  une  fonction  polmlirllr  des  • 
clonpations    lorscju'il    exislc    un.'    fnuclion    ■}(./•,  ^-,  :,/ )    telle    (juc 
l'on  ait 
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Nous  disons  que  le  mouvemenl  admet  une  fonction  potentielle  des 
vitesses  lorsqu'il  existe  une  fonction  çp(ic,  y,  z,  t)  telle  que  Ton  ait 

u(x,y,z,t)^-  '/^    '->, 

/      \  /  ^\  à'f(x,  y,  3,  t) 

(■2)  'v{x,y,z,t)  =  --^-^^^^^-^^, 

I        /  ,\  à9{x,  y,  :,  t) 

L'existence  d'une  fonction  potentielle  des  clongalions  .}/  entraine 

l'existence  d'une  fonction  potentielle  des  vitesses  o  =  -^• 

La  réciproque  de  cette  proposition  n'est  pas  vraie.  Pour  que  l'exis- 
tence d' une  fonction  potentielle  des  vitesses  entraine  l'existence 
d'une  fonction  potentielle  des  élongalions,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
quantité 

a(.x-,  y,  z,  o)  dx  -+-  b(x,  y,  z,  o)  dy  -h  c(x,  y,  z,  o)  dz 

soit  une  différentielle  totale  ;  en  d'autres  termes,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  existe  une  fonction  potentielle  des  élongations  à  l'instant  ini- 
tial du  mouvement. 

Lorsqu'il  existe  une  fonction  potentielle  des  élongations,  régalité  (6), 
vérifiée  en  tout  point  d'une  paroi  immobile,  devient 

('3)  p-^o, 

tandis  que  l'égalité  (8),  vérifiée  en  tout  point  de  la  surface  Su  qui 
séparait  deux  fluides  i  et  2  au  moment  de  l'équilibre,  devient 

(1  1)  -li  -H  -jiï  =  O. 

'.  ijiix        an. 
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S  2.  —  Petits  mouvements  pendulaires  d'un  corps  fluide. 

Le  pelil  inouveincnl  éludié  sera  pendulaire  si  l'rloiigalioii  psl  fiéliiiir 
par  les  formules 

a{x,  y,  =,  l)  =  A(x, y,  z)  sin 2-  .p  +  A'{.c,y,  :)  cos2-^, 
(i5)   '  f'(j:,y,:,t)  =  h(x;y,=)^\n2T.^-hn'(x,y,z)cos2T.j, 


'■yx,Y,  z,  l)  ^  C(x,y,  :;)sin2-T^  -+-  C'{x,y,  z 


t 


Msihlonicnt,   ces  cj,Mlit(-s  ("qnivalciit  aux  ê(iuations  dilTcrenlielles 
suivantes  : 

-j7t  «(-i')  y^  -,  i)  +  jT  «C-^",  .>''  -'  r»  ==  o, 

T 

II 
Ot-'   v-"'^''  -'  ','  ^   T' 


( '^;         ;  à? ^'  ^'^■' y^  =>  o  -^  y^ ^(x, y,  z,  o  =  o, 

-.  c  (x,  V,  z,t)  -h  ~c(  X,  y,  z.  t)  —  o. 


Supposons  (ju'un  tel  mouvement  admelle  une  fonction  potentielle 
des  vitesses  '^{x,y,  z,  /);  nous  aurons,  quel  (jue  soit  /,  légalité 


:^(Acos2::.{-A'sin2T:.')  =  -g, 


et  deu\  égalités  analogues.  Ces  égalités  étant  vraies  (|uel  «pie  snii  /,  il 
en  est  de  même  de  l'égalili- 

^,-^Asm2Zp  +  Acos27:^j^^^ 

et  des  deux  égalités  analogues  que  iOii  nhiicni  en  les  dillërenliant  par 
rapport  à  /.  Mais  si  l'on  pose 
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les  égalités  précédentes  donnent  légalité 


(17)  Asinar^; -t- A  cos2-,p  =  —  -j^ 


et  deux  analogues.  Celles-ci  expriment  que  le  mouvement  défini  par 
les  égalités  (i5)  admet  une  fonction  potentielle  des  élongations.  Ainsi, 
pour  quun  petit  mouvement  pendulaire  admette  une  fonction 
potentielle  des  vitesses,  il  faut  et  il  suj/il  qu'il  adn/ette  une  fonction 
potentielle  des  élongations: 

Admettons  donc  l'existence  d  une  fonction  potentielle  des  élonga- 
tions; Tégalité  {i-])  sera  vérifiée  cjuel  que  soit  /,  et  il  eu  sera  de  même 
de  l'égalité 

.  t        .,   ■  t  T     d-'l 

A  cos  2  û  ^  —  A  sm  2  -  ~  = -3 — 7- 

T  T  2-  dxdt 


que  1  on  en  tire  par  ditïérentialion. 
Ces  deux  égalités  donnent 


A  yx,y,z)=---  ^  |  ■J/(J",7,  r, /jsiu^-rj. 


(i8) 


1    (Ji(.r,  y.  ;,  O  / 

H — r cos  ir.  .-T. 

A:{x,  j,  z)  =  -  ^  l^i.  .r,7,  z,  t)  cos 2-.^ 

T    d'l{.F.,  r,  ;,  I)    .  t 

-^^-^ 1  sin  2  -  - 


dt 


-^} 


Les  deux  égalités  (  1 8)  et  les  quatre  égalités  analogues  en  B,  B',  C,  C 
nous  enseignent  que  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,  y,  z  des 
deux  expressions 

'i^(x,y,z,  /)sin  2-;j;  4-  —  .y    — cos2-y, 

,  •                  ,x                 <          T    d^{x,y,z.  t)    .  t 

■n*-,r, ->0cos27:^  -  — f^ ^smu-.p 


L\    STABILITÉ     ET     LES    PETITS     MOUVEMENTS     DES    CORPS     FLIIUES.      o.liS 

sont  indépondanles  de  /.  Il  en  rùsiiltc  (jue  Toii  a 


•\>(x,y,z,l)sin-2-^ 


C'9) 


T 

T_  fJ'X.r,  Y,z,l) 
2-  àt 


cos  .>-.,,  =  W  (:c,  y,  z)  -h  F  {(), 


Les  égalités  (i8)  deviennent  alors 

iA=-f,         \i=-^^,         G=-^. 
(■20)  )  '■"  '-'  '^-- 

<}r  ,)y  0: 

tandis  (jih'  Ii-s  é<,'-alilrs  (  iij  1  (loiiiirni 

(21)  •|(./-.i-,  ;,/)       M'(./-,  V,  ;isiii2- j,  ^  M"  (./•,»-. -,)cos2Z;i -^/(/;, 

en  [losaiil 

/(/)  =^  lM;/)sin2-.j.  -h  P(  /)l•()S2T:.j.■ 
Hécil)^oqllclnent,  s'il  existe  deux  fonclions  ^'(■'■!.>'.  =)  l'I  ^"{^,y,  -) 
telles  (|ue  les  égalités  (20)  soient  vérifiées,  l'égalité  (21),  où  /( /) 
désigne  nnc  fonction  aihiliaire  de  /,  fournira  une  fonction  |iotenlielK' 
des  élongalions.  Lrs  ri^alitiKs  (-jm  n-pn-s<-nl<-/il  donc  1rs  cond liions 
nécessaires  et  suj/isan/es  puiir  (fii'H  e.risir  nue  fonction  potentielle 
des  èlonf^ations  en  un  inomeinrut  pendulnire. 
Su[)|)osons  désormais  ces  conditions  1  i'in|)lies. 

Lélongation  à   linslanl  /  dn  point  matériel  dont  ./•,   v.   z  sont  les 
coordonnées  an  siin  dn  Ihiideen  éqniiiltre  est  la  résultante  de  deux  vec- 
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leurs;  le  premier  a  pour  composantes 


Le  second  a  pour  composantes 

a=-^-M   (x-,  j,  r)cos2-^, 

T'  =  -  jz,  '^y  (x,y,z)cos2r.~■ 
C/^aquL'  point  matèi-iel  décril  autour  de  la  position  (x,  y,  z)  qu'il 
occupait  dans  t'ctat  d'cquilihi-n  une  trajectoire  plane  dont  le  plan 
est  normal  à  rintrrscction  des  deux  surfaces 

W  {x,  y,  z)  —  const., 

■>!''(. X-, y,  z)  =  const., 

qui  se  coupent  en  ce  point  (x,  y,  z). 

Cette  trajectoire  est  une  ellipse  dont  le  point  (x,  j,  :;)  occupe  le 
centre. 

Les  normales  N,  N'  à  ces  dri/.r  surfaces,  menées  par  le  point 
(x,  y,  z),  marquent  les  directions  de  deux  diamètres  conjugués  D, 
D'  de  cette  ellipse. 

Si  nous  traçons  une  suite  de  surfaces  W(x,  y,  z)  =  'K  en  faisant 
croître  les  valeurs  du  paramètre  X  selon  une  progression  arithmé- 
tique de  liaison  infiniment  petite  s;  si  nous  traçons  de  même  une 
suite  de  surfaces  W{x,  y,z)  —  X'  en  faisant  varier  le  paramètre  V 
suivant  la  même  loi  que  le  paramètre\\  la  longueur  du  diamètre  D 
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sera,  en  chaque,  point,  iiivcrseninnt  proporlioniirlb-  à  la  dislance 
normale  de  deux  surfaces  H*  consécutives;  la  longueur  du  dia- 
mètre \y  sera  inversement  proportionnelle  à  la  distance  normale 
de  deux  surfaces  W  consécutiies. 

Les  égalités  (i3)  et  (21)  montrent  que  Ion  doit  avoir,  en  tout  |)oinl 
d'une  surface  iininohilc  liniilanl  li'  fluide, 

(J'i     .  t        ,jir'  t 

--— Sin2Z^  ■+-   -T — C0S2Z,„  =0. 

««,  i       On,  r 

Cette  égalité,  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  /,  équivaut  aux  deux 
égalités 

(22)  -  =0,         -—  =0. 

La  normale  «,  à  la  paroi  est  donc  tangente  à  l'intersection  des  deux 
surfaces 

^'(x,)',  z)  =  const.,         W(x,y,  z)  =  consl., 

en  sorte  que  la  trajectoire  elliptique  d'un  point  matériel  injiniment 
voisin  de  la  paroi  ininiolnle  est  décrite  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent  à  la  paroi. 

On  voit  de  nicnie  que  l'égalité  (i 4)  entraîne  ici  les  égalités 


(23) 


^  +  ^*  =  o 

J//,  On,  ' 

««I  On, 


Enfin  les  égalités  (9)  et  (21)  donnent 
i  ;(./•.;-.;,/)  -  2„(./-,_r,  rt 


(2-0 


=  R(.r,  j-,  c)sin3-7p  4-  H  (./■, 


p  4-  n  ( ./;,  V,  ;  )cos2r  Y 


,    j^.  I  ^  djc  dx        dy  Oy         ds   dz 

\  '  ojr    à.r  i)y    0\  itz    dz 

Joiini.  (le    Uath.  (5*  série),  tome  I\.     -   l'jst.  Ml.  i.)uj. 
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CHAPITRE  III. 

ÉTLDE    DYNAMIQLF.    DES    PETITS    MOUVEMENTS    DES    FLllBES 


/  d\ 

l    Or 

-+- 

O-r 

= 

o, 

-+- 

er 

= 

o, 

1  d\ 

\  dz 

+ 

o-^ 

= 

o. 

§  1.  —  Considérations  générales. 

Nous  continuerons,  en  ce  Chapitre,  à  n'étudier  que  les  cas  particu- 
liers déjà  considérés  au  Chapitre  I;  dans  tous  ces  cas  il  existe  une 
fonction  A(x,  y,  z,  t)  telle  que  Ton  puisse  écrire  les  équations  de 
THydrodynamique  sous  la  forme  [Chap.  I,  égalités  (i)] 


(>) 


Supposons  que  les  élongations  des  divers  points  du  fluide  restent 
toujours  très  petites,  de  telle  sorte  que  Ton  puisse  leur  appliquer  les 
considérations  développées  au  Chapitre  précédent,  nous  aurons 
[Cliap.  II,  égalités  (5)J 

ô-a  d^b  <)-c 

en  sorte  que  les  égalités  (i)  pourront  s'écrire 

'  j7.-U-^>r'  -'>  ')  +  ^. «(•'•.  7>  -'  0  =  *^. 

(2)  \  ~\{x,y,  z,  ()  ^  ^_b(x,y,  z,  t)  =  o, 

^A(x-.r,  ^,  t)+  j^,c(x,y,  z,i)  =  o. 
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l'roiions  une  fonction  '/.(x,  y,  z,  l)  lolle  que 

/ o  ,  d*'/.(j:,  Y,  ^,  i)        .  / 

(^)  <^^        '  ^\(x,y,z,/) 

et  choisissons-la  de  telle  soite  ijiic,  pour  /  =  o,  A  soit  nul  dans  tout  le 
lluitle.  Les  égalités  (2)  deviennent 


ou  liii'u 


0'-  r<^>.(x,  r,  z.t).  ^  '] 

d^   \'àl(x,Y,Z,t)  ,  .    1 

^4 àl '-  +  c{x,y,z,t)\=o 


,                  ,s              d).(j?,  y,  ;;,  0  /  x  /  \ , 

«(■'•,  r,  z,t)  = ^ '-  -ha„(.r,  j, -)  +  a,fx,  V,  z)/, 

(4)  \  l>{-:\y,z,l)-= [^^i^Il}l^lj^(^j:^y^:)^l,^(^j:^y^:;)(^ 

c  (x,  7,  r.  t)  = ^^ i  -f-  co  (  JT,  7,  -)  +  c,  (j:,,v,  -)/. 

Pour  /  =  o,  A  est  nul  dans  tout  l'espace  occupé  par  le  fluide;  il  en 

.   ,         j        ,         ,     dX    t>X    (^X 
est  donc  de  menu-  de  -r- .  -7- >  -r; ,  en  sorte  que,  pour  t  =  o,  on  a 

(5)  a  =  a„,         b=^b„,         0=0^. 

Ces  égalités  nous  enseignent  que  a„.  />o,  <'o  s<*"t   inlininient  petits 
comme  a,  h,  r. 

Les  égalités  (4)  permettent  di'crii  ■ 

db  de        l'dba        dc\\  /dl>t         ^£i\  / 

dï        dy~  Xàl  ~  dy)  ~\dz    "  dyl    ' 

,,'\  ]-0c         da         { dvo         dao\         /de,         àat\  , 

(M  _  ^  _  /da^  _  <M„\  _  /dçu  _  </6,\  ^ 
(^  )•        dx        \ày        dx  )       \  dy        dx  ) 
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Les  premiers  membres  sont  infiniment  petits  quel  que  soit^;  les 
seconds  ne  peuvent  Tètre  que  si  l'on  a 

db,       <}c,  _  !?£i  _  ^  —  <)«!        t)6i  _ 

âV  ~  ây  -^'         dJ.-         dz   -  °'  ày        dx 

En  verlu  de  ces  dernières  égalités,  il  existe  une  fonction  [/.(a-,  j>-,  z) 
telle  que  Ton  puisse  écrire 

(7)  \  ^.(•^.r» -)  =  - J^!^(-^"'r'-)' 

'  c,  (-^,7,  -)  =  -  ^a(x,7,  z). 

Si  nous  tenons  compte  des  égalités  (4)  et  (7)  et  si  nous  posons 
^{x,y,  z,  t)  =  'k(x,y,z,  () -h  [i.(a7,  y, -)/, 
nous  pourrons  écrire 

l  a(x,y,z,  t)  =^  a„{x, y,  z)—  ;^'\>(x, y,  z,  t), 


(8)  b(x,y,z,t)^b,(x,y,z)-  ^■]>{x,y,z,  l), 


f  c{x,y,z,/)  =  c„{x,y,z)-^'\>(x,y,z,l). 

Ces  égalités  justifient  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Le  niouvenienl  injiru'nicnt  pctil  le  plus  général  d'un  fluide  au 
sein  duquel  existe  une  fonction  A  est  un  mouvement  qui  admet  une 
fonction  potentielle  des  élongations,  poutvu  que  l'élongation  de 
chaque  point  matériel  soit  comptée  à  partir  de  la  position  («„?  ^^o>  <^o) 
qu'occupe  ce  point  à  l'instant  t  =  o. 

Cette  proposition  équivaut  visiblement  à  la  suivante  : 

Le  mouvement  infiniment  petit  le  plus  généi'al  d^ un  fluide  au 
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sein  duquel  existe  une  fonction  A  est  un  mow,etttent  qui  aflrni'l  une 
fonction  potentielle  des  vitesses. 

Pour  pousser  plus  loin,  nous  devrons  traiter  séparément  les  divers 
cas  que  nous  avons  déjà  distingués  au  Chapitre  I. 

§  2.  —  Équations  des  petits   mouvements  pour  un   fluide  homogène 
et  incompressible. 

Un  fluide  homogène  et  incompressible  a  une  densité  invariable  p. 

En  un  fluide  quelconque,  un  point  matériel  qui,  dans  Tétai  d'équi- 
libre, se  trouve  au  point  (^o?  J'ai -^o)  avec  la  densité  p^ix^,  y,,  z^). 
est,  à  l'instant  t,  on  un  point  (-r,j>-,  :r)  où  il  a  la  densité  pfx,  y,  :,  t), 
et  l'on  a  [Cliap.  Il,  égalité  (lo)] 

(9)  p('^'r>  -'  0-Po(-i-o,Y,„Zo)  =  pJx,y,  z)(^  -+-^  +  ^^y 
Dans  le  cas  actuel,  çi(x,y,  z,  t)  est  nécessairement  égal  à 

en  sorte  (jue  Ton  a 

/s  àa         )}/>         âc 

(10)  -^  -+-         -f-  —  =  (). 

Cette  égalité,  vérifiée  quel  que  soit  /,  est  vraie,  en  particulier 
pour  ^  =  o,  en  sorte  que  l'on  doit  avoir,  on  tout  point  {x,y,  z)  du 
lluido, 

(")         j,,ao(^,y,=)-^  -)^l'o(r,y,z)-h~c,(x,y,z)  =  o. 

Les  égalités  (8),  (lo)  et  (u)  luonlront  alors  (]uo  l'on  a,  on  tout 
point  ('T,y,  z)  du  fluide  et  à  tout  instant, 

(i^-)  A}(./-,  >-,  ;, /)  =  o. 

Pour  (pio  la   fonction  .\  existe  il  faut  ot  il  suffit  ipio  la  fonction 


potentielle  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  les  divers  éléments  de 
masse  du  fluide  soit,  à  chaque  instant  t,  une  fonction  uniforme 
de  X,  y,  z.  Nous  admettrons  que  cette  fonction  potentielle  est  la 
somme  de  deux  autres  : 

1°  Une  fonction  V(a:,  y,  z),  indépendante  de  /;  les  forces  qui 
dérivent  de  cette  fonction  potentielle  sont  celles  qui  solliciteraient  les 
divers  éléments  du  fluide  en  l'état  d'équilibre  stable  au  voisinage 
duquel  se  fait  le  petit  mouvement  considéré; 

2°  Une  fonction  'Ç{x,y,z,i),  variable  avec  ^5  cette  fonction  poten- 
tielle àe?,  forces  perturbatrices  est  infiniment  petite. 

Pour  un  fluide  homogène  et  incompressible,  on  a  ('  ) 

(i3)        A(x,  j,  -,  0  =  "^-^'^'"'^^  +  V(.x-,  j,  z)  +  ^(x-,7,  .-,  0, 

n(x,  y,  z,  t)  étant  la  pression  au  point  (x',  y,  ;)  et  à  l'instant  /. 

En  vertu  de  cette  égalité  (i3)  et  des  égalités  (8),  les  équations  (1) 
deviennent 


-( 

-  -h  V  4-'*?  — 

or- 

-( 

V  P 

d 
dz 

(ii  +  V  +  v-)- 

Elles  nous  enseignent  que  la  somme 

est  une  simple  fonction  de  t\  mais,  comme  on  peut  toujours  ajouter 
à  ']^  une  fonction  arbitraire  de  t,  nous  pourrons  choisir  '|  de  telle  sorte 
que  l'on  ait,  en  tout  point  (.r,  y,  z)  et  à  tout  instant  /, 

(i4)  +v-^^')-^  =  o. 


(')  Recherches  sur  l'Hydrodynamique,  i"  Partie  :  Sur  les  principes  fonda - 
mentaux  de  l'Hydrodynamique,  égalité  (i58)  {Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse.  2"  série,  t.  III,  1901,  p.  378). 
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Nous  allons  appliquer  celte  égalité  à  un  point  quelconque  de  la 
surface  déformable  S  du  fluide  et  écrire  ([u'en  ce  point,  II  égale  la 
pression  extérieure. 

Soit  M  un  point  de  la  surface  déformable  S,  prise  dans  la  position 
qu'elle  occupe  à  l'instant  /;  soient  x,y,  z  les  coordonnées  du  point  M. 
Le  point  matériel  qui  se  trouve  en  M,  à  l'instant  (,  se  trouvait,  dans 
l'état  d'équilibre,  en  un  point  M„(/-„,  r„,  r„  ).  sur  la  surface  S„  qui  ter- 
minait le  fluide  eu  cet  état. 

Nous  avons,  par  définition  (Cliap.  H,  .^  l  ), 

i  x  —  x„  =  a(xo,  Vo,  -0)  ^^ 

(i  >)  j  Y  -  }■„  =  b(x„,y,„  Zo,  f), 

'  -  —  =.,  =  '-  (■'^0,  y.n  '■„,  "• 

La  pression  extérieure  au  j)oinl  M  est  la  soiimif  dctleux  ternii-s  : 
i"   Le  premier  est  la  pression  P(  \1„)  <jui  s'exerçait  en  M„  à  la  sur- 
face S„  (lu  lluide  en  écpiilibre  ;  selon  les  lois  de  lllydrostatique,  on 
avait  alors 

(i6)  £iM«J+V(Mo)=C, 

? 

('.  ayant  la  mèrin'  vali'iir  en  loiil  poinl  di^  la  surface  S»; 

2"  Le  second,  variable  avec  l'instanl  /  et  \r  point  M  ou,  ce  qui 
rovionf  au  même,  avec  l'instant  /  et  le  point  M„,  peut  être  représenté 
|i;u  /M  M  „,  /^  ;  cette  pression  pcrlurhatrice  est  infiniment  petite. 

A  loul  inslanl,  cl  pour  tout  point  M  de  la  surface  S.  nous  devons 
avoir 

II(,M./j  =  l\M„i+/>(M„,n 


ou  bien,  selon  l'égalité  {\'\), 

^^^,  I^(^UY(M.■^  ^  v(M  .  -  V  ,  \l.  /^  -  ^"f-"- 

V.w  négligeant  l.'s  inliiiiiiiriil   |ietits  du  second  onirc.  .-t  en  t<Mi«nt 


(.8)        /  'y 
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compte  des  égalités  (i;")),  nous  pourrons  écrire 

I  ^(M)  =  t?(M„). 

Si  Gî  est  la  pression  en  un  point  quelconque  du  fluide  en  équilibre, 
on  a 

^  +  V  =  G. 

? 

Cette  égalité,  comparée  à  Tégalité  (i4),  nous  donne 

(■9)  -T~^'^^~^- 

Le  mouvement  étant  infiniment  petit,  la  différence  de  pression 
(n  -m)  doit  être  infiniment  petite;  le  premier  membre  de  l'éga- 
lité (19)  étant  infiniment  petit,  il  en  doit  être  de  même  du  second  et, 
partant,  des  quantités 

â_d^       ^_^^>      ±à^, 
dx  àt-  '    ày  dt^  '      âz  ~ôt^  ' 

Dès  lors,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on  a 

,      ,  d^^(M,t)       âmM„t) 

(20)  5ÏF—   =    Jf. 

Si  l'on  tient  couipte  des  égalités  (iG),  (18)  et  (20),  l'égalité  (17) 
devient 


(^')  \  d\(M,) 


'^^^h(x     V     -     l\ 


(-\-'-oi  J  Ol  •'01  '  _)  —  « ) . 
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Cetto  éjjjalité  a  lieu  (|ucllf  tjuo  soil  la  [)o>ilioii  du  p^int  Mo( •'',,.  v», -«  ) 
sur  la  surface  S„  el  rpiel  que  soit  /. 

Faisons-y,  loul  d'abord,  /  =  o.  Désignons  par  ^o(  M„),  \''„(M,)  les 
valeurs  ([uc  prennent /^(M„,  /),  \'^(Mu,  /)  pour  /  =  o.  Nous  trouverons 
que  Fou  a,  ([uelle  que  soit  la  position  du  point  M„  sur  la  surface  S„, 

"       i      +q^<..(M.)  +  '^-'»(M„,  +  '^).(M.)  +  C  =  „. 

Si  nous  tenons  compte  maintenant  des  égalités  (8),  nous  trouvons 
que  l<'s  égalités  (si)  et  (22)  exigent  que  Ion  ait,  quelle  que  soit  la 
position  du  jiniril  Mo(-ïo)  J'o< -0)  sur  la  surface  S„  el  quel  que  soit 
l'instant  /, 

t    fl(.Mo, /)— /'„(M„)  ...      ,,  ,., 

On  voit  inaiiiliiiant  comment  se  traitera  le  problème  des  petits  mou- 
vements d'un  lluide  incompressible,  Immogène,  soumis  à  des  actions 
perturbatrices  connues. 

Les  fonctions  V(M,  l),  p(Mg,  l)  étant  connues,  on  pourra  prendre 
arbitrairement  les  trois  composantes  de  l'élongalion   initiale 

a„(x,y,z),     ù„(x,y,z),     c„{.v,y,z), 

liées  par  l'égalité  (i  i);  l'égalité  (2  '.  )  fera  alors  connaître 
rd'^(\h,t)-l 

l'our  délormiuer  ']>(x,  y,  z,  I  ),  on  aura  ré(pialioii  (^12  )  vérifiée  en  tout 
point  (lu  lluide,  et  l'équation  {^'ïi)  vérifiée  en  loul  point  de  la  sur- 

Journ.  de  Math.  (  5*  série  ),  imiie  IX.  —  Fasc.  III.  lyoS.  jt) 


2^4  !*•     1>1^1IKM- 

fcice  S„.  Celle  dernière  pourra  s'écrire  al)réviativeiiienl 

"^         d3~         âz„        —  ^  ".'"»' '^ 
F  étant  une  fonction  connue.  En  outre,  il  faudra  se  donner  la  valeur 

initiale  de  -v  • 
àt 

Cette  égalité  prend  une  forme  remarquable  dans  le  cas  où  la  pres- 
sion P(Mo),  qui  maintenait  le  fluide  en  équilibre,  a  même  valeur  en 
tout  point  de  la  surface  So;  dans  ce  cas,  V(M„)  a  aussi  même  valeur 
en  tout  point  de  la  surface  So  ;  si  n  est  la  demi-normale  à  la  surface  S^ 
vers  l'intérieur  du  fluide,  si  a,  j3,  y  sont  les  cosinus  des  angles  que 
cette  direction  fait  avec  les  axes  de  coordonnées,  on  a 

()V(Mo)         <^V(Mo) 


d^o  an         ' 

dV(Mo)  _  ()V(Mo)r, 

àfo       ~       an       ^' 
ô\(Mo)  _  d\{M„)^^ 

()z„       ~        dn       "' 

ai       "^  "^        ôy        ^^         dz         '  ~        an 
et  l'égalité  (23  bis)  devient 

•^^'•^  à?  ^       dn  dn         —  M^'o,'> 

11  est  un  cas  particulier  que  nous  aurons  à  considérer  de  suite;  c'est 
celui  où  aucune  action  perturbatrice  ne  sollicite  le  fluide 

V)(M,  0  =  0,.        />(M„,0  =  o 

et  où  les  élongations  initiales  sont  toutes  nulles 

a„  =  o,  b„  =  o,  c„  =  o. 
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L\''galilc  {'il)  nous  (loiiiic  alors 

égalité  d'oi'i  nous  tirons 

F(.M„, /)=:C, 

l't  (|ni  transforme  l'égalité  (24  )  en 

<^''{'(M,.0        d\(\\,)  rf-MM„.0  _ 

Si,  à  la  fonction  {/(M,  /J,  je  substitue  la  somme  |  ;(  M,  /  )  —  C/-],  et 
si  je  désigne  maintenant  cette  somme  par  '|(M,/),  les  équations  (8) 
et  (12)  demeureront  inaltérées,  tandis  que  ré(|ualiou  [>iécédente 
deviendra 


^      ^  dt*         '^       du'        On 


^  (). 


§  3.  -  Équations  des  petits  mouvements  au  sein  d'un  fluide  homo- 
gène, compressible,  isothermique,  soumis  à  des  actions  newto- 
niennes  ou  non  newtoniennes. 

iJn  point  matériel  occupait,  dans  la  position  d'équilibre,  une  posi 
tion  (./•„,;■„,  z„)  avec  la  densité  o„(Xo,  >„.  r„  ):  à  rinstanl  /.  il  occu|>r 
la  position  (a-,  }\  z)  avec  la  densité  p(./-.  v.  ;./).(  )n  \m'\\\  écrire 


ôa         00         i)c 
Mais 


(ç))      ?U,.v,r,0-?(.o,.>„,.„.=:-=..(.,>',.)(^^    ,    ^^^ 


L'égalité  (9)  peut  donc  s'écrire 
(2(!^  .(/)-.,-_--  .^,-„„;_J^^.„Z,^_.  i^^^,,,.,. 
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les  quanlilés  p„,  a,  h,  c,  p(t)  se  rapporlaiil   tontes   au  même  point 

L'égalité  (26)  peut  s'appliquer,  en  particulier,  à  l'instant  /  =  o; 
elle  donne  alors 

(27)  p(o)  -  p„  =  -  ^(?„«„)  -  ^ (?o  *")  -  ;)3  (?"'•»)• 

Les  égalités  (8),  (26)  et  (27)  donnenl  alors 

(28)  p^O_p^o)  =  ^(^p.^Jj  +  ^^(p„-)  +  ^-(p„^j- 

Le  système  était  primitivement  en  éciuilihre  sous  l'influence  d'ac- 
tions newtoniennes  ou  non  newtoniennes  extérieures,  appliquées  à  ses 
éléments  de  masse  et  dérivant  d'une  fonction  potentielle  U(p,  x,y,  z), 
et  d'une  pression  P(Mu)  appliquée  en  chaque  point  de  sa  surface  défor- 
mable  S„. 

Posons,  pour  abréger, 

lo  =  U(p„),         'Ç„^'Ç(p„). 

Il  existe  une  quantité  C,  indépendante  de  x,  y,  z,  telle  que  Ton  ait, 
dans  toute  la  masse  fluide, 

(29)  Li„  +  po^^+r„  +  p„^^  =  c. 

La  pression  Ho  en  un  point  quelconque  du  fluide  en  équilibre  est 
donnée  par  la  relation 

On  a  donc,  en  tout  point  Mo  de  la  partie  déformable  S„  de  la  surface 
qui  limite  le  fluide  en  équilibre, 

(3')  p(«-)=?KI:+t> 
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toutes  les  (jiianlilés  cjui  lif,Miiei)l  au  second  membre  ayant  les  valeurs 
qui  conviennent  au  point  VI„. 

Durant  le  mouvement  du  système,  chacun  des  éléments  de  masse 
sera  soumis  non  seulement  aux  actions  qui  dérivent  de  la  fonction 
potentielle  U(p,  x,j-,  «),  mais  encore  à  des  actions  perlurbalriccs 
newtoniennes  ou  non  newtonienncs  dont  la  fonction  potentielle  sera 
tD(p,  .r,  3,  <);  cette  fonction  sera  sans  cesse  infiniment  petite;  au 
point  M  de  la  surface  S,  la  pression  s'obtiendra  en  ajoutant,  comme 
dans  le  cas  précédent,  à  la  pression  P(Mo),  une  pression  perturba- 
Ivici;  inlininient  petite 

Dans  ces  conditions,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  il 
existera  une  fonction  A(j:,/,  :;,  /)  donnée  par  Tégalité  (  '  ) 

Les  égalités  (2)  et  (8)  du  présent  Chapitre  nous  donnent 


Nous  voyons  ainsi  (pie  (A  —  .-7)  est  une  simple  fonction  de  /;  mars 
on  peut  toujours  ajouter  à  •]/  une  fonction  ariiilraire  de  /;  il  est  clair 
(pio  l'on  peut  choisir  cette  fonction  de  telle  sorte  que  (A  —  -j^  1  soit 


(')  Reclierchcs  sur  V  llycirodynnmiquc,  \"  Partie  :  5//r  les  principes  fonda- 
mentaux de  r Hydrodynamique,  égalité  (i^o,)  {Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse,  a*  série,  t.  111,  1901.  p.  ^-.'\). 
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nul,  ce  qui,  en  vertu  de  l'égalité  (32),  donne 

('  TT/    N  àlJ(p)  .      ,,  dV{p,t) 

Cette  égalité  est  vraie  quel  que  soit  (.  Kcrivons-la  pour  /  =  o.  Dési- 
gnons par  s(o),  U(o),  0(0),  ce  que  deviennent  'Ç(p),  U(p),  v)(z,  l) 
lorsqu'on  y  fait  p==p(o)et/  =  o.  Nous  trouverons  l'égalité 

Retranchons  membre  à  membre  cette  égalité  de  l'égalité  (53)  et 
remarquons  : 

T°  Que  les  trois  quantités  p„,  p(o),  p(/)  diffèrent  infiniment  peu; 

2°  Que  o  et  ses  dérivées  partielles  sont  des  quantités  infiniment 
petites. 

Si  nous  posons  alors  [Chap.  I,  égalité  (16)] 

1. .(.=..,,•,=)=  .?^  +  ?="^ 


nous  aurons 

(3G)  i<^|,(o-f(<.)i  =  S-@); 

Comparée  à  l'égalité  (28),  cette  égalité  devient 
Par  une  transformation  analogue,  l'égalité  (34)  devient 

^ff  («)  -  ?ol  +  «(?«,  ")  +  ?o  —±-^ U0o=  " 
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nu  hicii,  en  vertu  de  l'i'-^-jililr  (:'.■]), 

l.ii    loin   point  du    (luide,   ii    tout  instant,   la   pression  H    a   pour 

\aleui- 

Applifpiép  à  un  point  M  de  la  surface  doforinaljle,  celle  égalité  donne, 
quel  (jue  sent  /, 


l'<.M„)  +  />(M„,/)  =  j.o^|[U(p)  +  o(p,0  +  ^(c)| 


Le  sef,Miienl  M„M  a  pour  composantes  a,  h,  c,  qui  sont  des  quanlilés 
inlininienl  petites;  il  en  est  de  même  de  la  dillérence 

[p(M„,0-fo(M„)J; 

on  a  donc,  en  nét(lij,'eanl  les  infininienl  petits  du  second  ordre, 

p(M,  i)  =  p„(M„)  H-  [p(M„,  t)  -  f„(Mj| 

Alors,  si  nous  tenons  conq)le  des  égalités  (3i)  et  (St),  si  nous  obser- 
vons en  outre  que  v  et  ses  dérivées  sont  des  quantités  inlininienl 
petites,  nous  trouvons 


(38) 
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Au  second  membre,  toutes  les  variables  ont  les  valeurs  qui  conviennent 
au  point  Mo. 

Appliquons  d'abord  cette  égalité  à  l'instant  /  =  o;  elle  nous  donne 

lp{M„o)-p;^-^^^=.      .l(p„)[p(o)-p„| 

Maintenant,  retranchons  membre  à  membre  les  égalités  (38)  et  (ig), 
en  tenant  compte  des  égalités  (8)  et  (36);  nous  trouvons  que  Ton  doit 
avoir,  en  tout  point  M„  de  la  surface  S  et  à  tout  instant  l, 


(4o) 


d^ 


ày 


\\(.   \'^r.    ,.2  à^Uo']  d^ 


Dans  cette  formule,  -r-^  et  (  -j^  )   ont  les  valeurs  qui  conviennent  au 

point  INI,  et  non  les  valeurs  qui  conviennent  au  point  M,,. 

Mais,  si  nous  retranchons  membre  à  membre  l'égalité  (sr))  de  l'éga- 
lité (33),  nous  trouvons  que  l'on  a,  en  tout  point  du  fluide, 

Le  premier  membre  étant  infiniment  petit,  il  en  est  de  même  du 
second  et  de  ses  dérivées  par  rapporta^?,  y  ou  z,  c'est-à-dire  de  -y-  ~, 

ây  dt''     dz  dt-' 
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Mais  on  a 

Si  donc,  dans  rôj^'alilr  (/Jo),  nous  supposons  (pu-  '^,  f^  )   se  rap- 

porleiil  non  plus  au  point  M,  mais  an  iM.iui  M„,  nous  négligeons  seu- 
lement des  infiniment  petits  du  second  oïdif. 

Celte  formule  (4o)  peut  encore  s'écrire  sous  une  forme  un  peu  dillV- 
renle. 

L'égalité  (3o),  vraie  en  tout  poini  du  (luide,  nous  permet  d'écrire 

L'égalité  {/io)  peut  iilors  s'éciiiv 

(il)    ;  L     ^?'  ^p'     J 

/         =  '    r*^  —  (!^\  1  _  d^  à±  _  àll^  d'If        «m,  d-^ 
1  """L*^''  \dl'),\  ô.r  d.r  ây    ô_y    ~  ~ôï  àl' 

Lorsqu'on  se  donne  les  actions  perturbatrices  et  les  valeurs  initiales 
«0)  ^0,  Cfl,  de  l'élongation,  l'égalité  (27)  fait  connaitre  p(^o);  l'égalité 

(34)  ou  (34  /^/s)  détermine  alors  la  valeur  de  (  '^\  ;  ces  résultats  pré- 
liniiiiaiirs  oj, tenus,  ■}  dépend  d.-  I"r.|nalinii  indéfinie  ('37)  et  de  la  cnn- 
dilioM   aux  limites  (^o)  ou  (  1 1  )  au\(piriii-s  on  doil  joindre  la  \al.Mir" 

initiale  de  -r- 
dt 

Supposons,  par  exemple,  (piii  n  y  ail  pas  ilaclions  perlurhalrices  : 
r)(p, /)=:(),         /'(M„./i      ... 
et  i|ne  |e>  e.  Mil  |.(.>,iii  les  iiiiliides  d.'  léloiigaliou  soient  nulles  : 
r/„  =  o,  /;,,  —  o,  r^-=  o. 

Jour,,,  de  Math.  (  ■.•  mi..-),  i ,■   |\.   -   |  ,,.,      I|I.   194..!.  i" 
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L'égalité  (27)  donne 

p(o)  =  p,„ 

tandis  que  les  égalités  (29)  el  (3  {  )  donnent 

Les  égalités  (Sy)  et  (4i)  deviennent  alors 

p„     Ydx  {?'>  dx)  +  dy  IP»  dy)  +  d=  y^"  dz)\         dt^  -       '^• 
^•''ôir-   ~    Oj-  ÔJ:         Jv   Or         à:    dz  "  ?»^"- 

Mais,  à  la  fonction  '>]>,  on  peut  toujours  substituer  la  fonction 
(4»  —  Cl-),  sans  rien  changer  aux  égalités  (8);  si  l'on  désigne  encore 
cette  fonction  |iar  '\i.  Tf-qualion  indéfinie  deviendra 

tandis  que  la  C()ndili(Ui  aux  limites  deviendra 

V»  V  ,""-^71    ~  T^^  rfa:  t;j    Jr  dz    Oz  ~  "" 

La  condition  aux  limites  prend  une  forme  plus  simple  lorsque  la 
valeur  P(JM|,)  qu'acquiert,  sur  la  surface  So,  la  pression  W^  est  la 
mèiiie  en  tous  les  points  M,  de  cette  surface;  on  a  alors 

Ôx   "~    <)n  ^'  (Jy   ~    On  ^^  dz    ~   On  "l'' 

L'égalité  (/[i)  devient 

1       /Al       -\  \i  .[OV(p,,t)         àV{p„,o)l 


LA.    STMMI.ITK     KT    LES     l'KTITS     MOI  VKMKNTS     riKS    CORPS     KLlllJKS.      283 

tandis  (|iic  l\';,-iilili'  ( 'f]  )  |ncn(l  la  Corriie 

()m  verra  sans  peine  quelles  simplifications  roniporlenl  les  .'-(jnalions 
piécédenles lorsque  les  actions  sont  newtoniennes,  c'est-à-dire  lorsque 
les  fonctions  U,  v  ne  dépendent  plus  de  s. 


^  4.  —  Équations  des  petits  mouvements  au  sein 
d'un  fluide  entropique. 

I/i'Ial  créquilibre  initial  d'un  lluide  eiilrupi(pie  est  un  état  où  il  a, 
'■n  l,,iii  puint,  même  densité  c„  et  même  température  T„;  cela  suppose 
que,  en  cet  état,  le  fluide  ne  subisse  pas  d'autre  action  extérieure  que 
celle  d'une  pression  normale  et  uniforme  1*(  \l„  )  appliquée  à  sa  sur- 
face déformahie  S„.  Toute  modilicalioii  à  partir  de  cet  état  est  assu- 
jettie à  la  relation,  vérifiée  en  chaque  point, 

(40)  'B^.^_Es(Tu 

Les  niallniis  (  27)  et  (28)  sont  encore  valables  ici;  mais  comme  c„ 
est  indé|Mn(laiit  de  .v,  y,  :,  elles  deviennent 

(4:)  ,(o)-p„  =  -,„(^^^.^^o), 

(4«)  ?(0-f('>)-?o^-}. 

Les  égalités  (2)  et  (8)  du  présent  (  :iiapitre  donneront  encore 

et,  en  raisonnant  <  ..mm,-  dans  b>  deux  cas  précédents,  nous  pourrons 

drivclief  en  concluiv  ipic  \',,n  a 

A    —     -r-l-    =   O. 

Ot' 
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Mais  si  Ton  pose 

(49)  s(T)  =  fs(J)dT, 
on  aura,  dans  le  cas  actuel  ('), 

(50)  A  =  r)(p,/)  +  p      J^'     +C(p,  0  +  ?     ^p      +Es(r). 

i)(p,  /)  est  encore  la  grandeur  infiniment  petite  qui  sert  de  fonction 
potenlielle  aux  actions  perturbatrices,  supposées  non  newtoniennes. 
Nous  avons  donc 

(50    v)(p,  /)  +  p  -^'  +  C(p,  T)  -;-  ?— )^'  +  L.s(T)  =  -^. 

Appliquons  d'abord  cette  égalité  à  Tinstant  /  =  o;  à  cet  instant,  p  a 
la  valeur  p(o),  infiniment  voisine  de  po,  T  a  la  valeur  T(o),  infiniment 
voisine  de  T„.  On  aura  donc 

•C(p,T)  +  p^^^  +  E.s(T) 

=  r(p„,T„)  +  p„^^^»^+E.s(T„) 

+  [2r(p„,T„)  +  p„q^][p(o)-p,.j 

Mais  les  égalités  (4^)  et  (49)  donnent 

tandis  que  la  première  de  ces  égalités  donne 
<>'^(?o,To).-    .  .       ,  I   ,    [«^^^f-'l^o)    ,   F'''^'^"niTCo) -T  1-0 


(')  Recherches  sur  l'Hydrodynamique,  première  Partie  ;  Sur  les  principes 
fondamentaux  de  l' Hydrodynamique,  égalité  (161)  (Annales  de  la  Facilité 
des  Sciences  de  Toulouse,  2"  série,  l.  III,  1901,  p.  3-4). 
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Si  donc  on  pose  |  (  Jmp.  I.  ri,';! I i 1 1''  (21  i| 

on  pourra  écrire,  à  l'inslanl  /  =  o, 
( 


En  négligeant  de  même  les  inliiiinient  pelits  du  second  ordre,  on 
pourra  écrire 

(5'.)  .K?,o)  +  p^>=v,(p„,o)^,„î^. 

En  vertu  des  égalités  (53)  et  (  ')'|),  Tégalité  (5i)  deviendra 

i^ri"";  ^^  ,-0 — -,. h  ç(p«,  lo)  +  fo — i 


,    J(p.,To) 

Po 

ou  l)ion,  en  vertu  de  Tégalité  (4/)) 


(K«')-M  =  (m 


(55) 


",■-0  '  "  </po 


•"-"'^-Mdr  ^  rfj  +  JJ)-^■5ïîj.• 


A[>pll(pl()ns  maintenant  successivement  l'égalité  {^'n)  ■^  l'instant  o, 
puis  à  1  instant  /,  cl  rciranclions  membre  à  membre  les  résultats  obte- 
nus. Un  raisonnement  analogue  à  celui  <pii  a  donné  l'égalité  (53)  nous 

permettra  (rérrin,' 

-^[p(o),T(o)J-,(o)-^^t^';;'^';^->l-E.[T(o)l 
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t)  et  ses  dérivées  partielles  étant   infiniment   petites,  nous  pourrons 
écrire 

^H?-n  +  p-^^ t)[p(o\o]-p(o)     y^^^^ 

=  v)(  p,„  t)  +  p„  — ^^^ v)(p,„  o  )  -  =„  —jt;-  ■ 

Nous  trouvons  donc  l'égalité 

^■'(po,  0  +  f„ -^^^^ —  "(pn,  o)  -  Po    ^;^ 


(f(0-?^..)l  =  ^-(Sl\ 


OU  bien,  en  vertu  de  l'égalité  (  fS  ), 


I  J  ( p„.  1  „  ) d'I  -  ^  =  v (  p,„  o;  +  p„  — j^ 

Dans   l'état  d'équilibre,   la   pression   uniforme  P   est  donnée  par 
l'égalité 

(5?)  ^  =  '^"""i)?; — 

Pendant  le  mouvement,  la  pression  II  en  chaque  point  a  pour 
valeur 

en  sorte  qu'en  chaque  point  W  de  la    surface    déformable    S    et    à 
chaque  instant,  on  a 

(,18)  P+/j(M„,0  =  p-| -^^+       ,j'-     J' 

les  quantités  qui  ligurent  au  second  memljre  ayant  les  valeurs  qui 
conviennent  au  point  M. 

A  cause  de  l'uniformité  do  p„,  de  T„,  et  à  cause  de  l'égalité  (07),  on 
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voit  sans  peine  que  celle  égalité  (58;  peul  s'écrire 

ou  bien,  en  verlu  de  l'égalité  (48), 

(59)        p(y\,,.r)-  ol['^^^]^  =  ,J(,^,Tj^l^M_  ,  , 

Si  l'on  compare  celte  égalité  à  l'égalité  (5(J),  on  obtient  la  nouvelle 
égalité,  vérili.'r  cil  tniii  point  M,,  f|e  |a  surface  S„. 

Pin  +  ?M?o^  n-  p„v(p„, o )  -  zi ^^%£)  =  =„  rÇi:  _  (  î^\  1. 

(h„  >"làr-       \dt*l,\ 

Applicjuéc  à  riristaut  /  =  o,  celte  l'oimule  donne 

Klle  peul  alors  se  transformer  en 

,(3o;     f>u>  -  /,('\)-r-  z„v{p„.t,  -  z^v{p„,i,    z^:  „ra_/'g:)  1. 

I.orsqu'on  se  donne  les  actions  perturbatrices  et  les  valeurs  initiales  n„, 
0„,  c\  des  composantes  de  rélongalion,  l'égalité  (55;  détermine 

La  fonction  f  est  ensuite  déterminée  par  l'équation  indéfinie  (5(5)  cl 
par  la  rondilion  aux  limites  ((Jo)  auxcpielles  il  faut  joindre  la  valeur 

■    ■■   .     .    Ô'I 
iniliale  (le  — ^  ■ 
àt 

Supposons,    en    parlicnlier.   (pi'll   n"v  ail   pas   d'arlions    perlurba- 

Irii-cs 

V{^p,t)  =  n,  /J(M„,/)=o 

el  ipii'  le>  (dnq.u>.inles  iniliale>  de  r.-|on^alion  soieni  parloul  nulles 
a„  =r  o.  /;,,  r_  o.  r    =  o. 
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L'égalité  (55)  iiioiitre  alors  que  (  -j4  )  a  pour  valeur 

"'Vru)  '■u)  -^  fo  — j^ —  ' 

et  cette  valeur  est  la  même  en  tous  les  points  du  fluide:  si  nous  la 
désignons  par  C,  nous  pourrons  substituer  à  la  fonction  '^  l'expreâ- 
sion  'l' —  C(-.  que  nous  désignerons  encore  par  i;  nous  aurons  alors 

L'équation  indéfinie  (56)  deviendra 

tandis  que  la  condition  aux  liniiles  (6o)  deviendra 

à-i' 


(62) 


di- 


CHAPITRE  IV. 

CONDITIONS    Qll    SONT    NÉCESSAIRES    POl'R    I.A    STABILITÉ    DE    l'ÉQIILIBRE 
d'l'n    FLLIDE    ('). 


§  1.  —  Cas  du  fluide  incompressible. 

M.  Liapounolî(-)  et  INL  Hadamard  (')  sont  parvenus  à  préciser  les 
conditions  qui  sont  nécessaires  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un 

(')  Des  conditions  nécessaires  pour  qu'un  fluide  soit  en  équilibre  stable 
(Comptes  rendus,  t.  CXXXV,  29  décembre  1902,  p.  1290). 

(-)  Liapounoff,  Mémoire  publié  en  russe  en  1892  et  partiellement  reproduit 
dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  5"  série,  t.  III,  1897,  P-  ^• 

(')  Hadamard,  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  h"  série, 
t.  III,  1897,  p.  33i. 
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systomc  défini  par  un  noinhii'  limité  de  variables.  La  méthode  qu'ils 
ont  suivie  peut  sélendre  et  donner  des  indications  analojjucs  relatives 
à  la  stabilité  de  l'équilibre  d'une  masse  iluide  soumise  à  des  actions 
extérieures;  il  convient,  dans  cette  recherche,  de  se  limiter  aux  cas 
qui  ont  été  traités  dans  le  Chapitre  I,  et  pour  lesquels  on  connaît  des 
conditions  qui  suffisent  à  assurer  la  stabilité  de  l'écpiilibrc. 

Le  premier  de  ces  cas  est  ainsi  défini  : 

Le  fluide  est  homof^ène  et  incompressible;  sa  densité  est  p; 

Les  masses  élémentaires  qui  le  composent  sont  soumises  à  des  forces 
qui  dérivent  d'une  fonction  potentielle  \(x,y,  z); 

La  surface  déformable  est  soumise  à  une  pression  uniforme  et  con- 
stante P. 

Prenons  le  fluide  dans  l'état  d'équilibre  initial  et,  à  l'instant  t  =  o, 
dérangeons  infiniment  peu  les  divers  points  matériels  qui  le  com- 
posent, en  leur  imprimant  des  vitesses  infiniment  petites.  Laissons  le 
fluide  se  mouvoir  sans  le  soumettre  à  aucune  action  perturbatrice.  Le 
point  matériel  qui,  dans  l'état  d'équilibre,  occupait  la  ()osition  M„, 
occupe,  à  l'instant  (,  la  position  M;  M„M  est  l'élongation  du  point 
matériel  considéré  à  l'instant /;  nous  continuerons  à  représenter  ses 
composantes  par  a(M,„  f),  b(  \\„.  f),  c(M„,  f). 

Au  cours  du  présent  Chapilr,',  nous  dirons  que  L'équilibre  d'un 
système  est  stable  si  l'on  peut  limiter  supérieurement  les  valeurs 
absolues  initiales  de  toutes  les  étongalions  et  de  toutes  les  vitesses 
de  telle  sorte  que,  dans  la  suite  du  temps,  aucune  clongalion  ni 
aucune  vitesse  ne  puisse  surpasser,  en  valeur  absolue,  certaines 
limi/es  choisies  d'aiance,  arbitrairement  d'ailleurs,  et  qu'il  en  soit 
de  même  des  dérivées  premières  et  secondes  de  ces  quantités  par 
rapport  à  x,  y,  z,  t. 

Ce  sens  du  mot  stable  n'est  pas  exactement  (•«■lui  (|ui  a  été  adopté 
au  Chapitre  I  pour  rechercher,  selon  la  méthode  de  Lairrange  et  de 
Lejeune-Dirirhl.t,  les  conditions  (|ui  suffisent  à  assurer  la  stabilité; 
au  sens  adopté  au  Chapitre  I,  le  système  serait  regardé  comme  stable, 
bien  (jue  certaines  élongalions  ou  certaines  vitesses  dépass;issent  leurs 
limites,  pourvu  que  la  mas«-  Iluide  où  ces  écarts  se  produisent  soil 
elle-même  inférieure  à  une  limite  donnée  d'avance.  En  d'autres 
termes,  \m  système  écarté  d'un  élat  d'équilibre  stable,  défini  comme 

Journ.  Je  Math.  (5»  série),  tuiiic  I\.  —  l-ase.  III,  i.,u3.  iH 


290  r*'     HÏJIIKM. 

au  présent  Chapitre,  demeure  toujours  dans  un  état  t^oisin  de  l'état 
initial,  le  mot  voisin  étant  pris  au  sens  habituel;  au  contraire,  un 
système  écarté  de  l'état  d'équilibre  stable  défini  au  Chapitre  I  ne  de- 
meure dans  un  élul  iioisin  de  l'état  initial  que  si  l'on  entend  le  mot 
voisin  au  sens  nouveau.  Par  abréviation,  nous  pourrons  dire  que  la 
stabilil(''  considérée  en  ce  Chapitre  IV  est  la  stabilité  habituelle, 
tandis  que  la  stabilité  traitée  au  Chapitre  I  est  la  stabilité  nouvelle. 

Au  Chapitre  I,  nous  avons  montré  que  certaines  conditions  suf- 
fisent à  asswer  à  certains  systèmes  fluides  la  stabilité  nouvelle;  au 
présent  Ciiapitre,  nous  allons  prouver  que  certaines  conditions  sont 
nécessaires  pour  que  certains  systèmes  fluides  possèdent  la  stabilité 
habituelle. 

Il  est  essentiel  de  ne  point  oublier  cette  distinction  si  l'on  veut  com- 
parer les  résultats  que  nous  allons  obtenir  au  présent  Chapitre  à  ceux 
qui  ont  été  établis  au  Chapitre  I. 

Supposons  que  le  système  étudié  soit  doué  de  la  stabilité  habituelle; 
donnons  aux  divers  points  matériels  qui  le  composent  des  vitesses  ini- 
tiales dépendant  d'une  fonction  potentielle  des  vitesses,  mais  sans  au- 
cune élongation  initiale;  nous  pourrons  imposer  à  toutes  ces  vitesses 
initiales  des  limites  supérieures  telles  que,  quels  que  soient  j,'.  j^,  z,  t, 
les  composantes 

a{x,y,z,l),     b(.v,y,z,i),     c(x,y,z,t) 

de  l'élongation  à  l'instant  /  du  point  matériel  dont  les  cooi'données, 
au  sein  du  fluide  en  équilibre,  étaient  x,  y,  z,  vérifient  les  inégalités 

|a|<A,         \b  <A,  |c|<A, 

\ àa  \     ^  r    K 


—  i  ^  S'  A 


(0 


1  —  1 

I  dx"-  \ 

dx  dl  I 

\  —  \ 


<VA, 
<CA, 


<u, 


1^ 


<rA, 
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A  ('•tant  une  coiislaiilf  positive  arbitrairement  choisie  davauee,  et  ;. 
?',  Y),  Y]',  '(  des  constantes  finies  et  positives. 

D'autre  part,  ce  qui  a  été  dit  au  para;i:ra[)lie  2  du  (Jlliapitre  III 
montre  que  Ton  pi  ut  toujours,  si  A  ne  surpasse  pas  une  ceitainr 
valeur,  écrire 

I  a  = r-  +  A  A-, 

(2)  ;  ^  =-  4^4  a A% 

1  à'^  V  . 

'   c  =—    p!-  -f-  V  A-. 

A,  p.,  V  étant  trois  lonclions  de  ./•,  y,  :,  t  (pii  ne  croissent  |>as  au  delà 
de  toute  limite,  en  sorte  que  Ton  puisse  trouver  une  (piantité  posi- 
tive F  telle  que  l'on  ait 

(3)  i>.  <i',       !y-l<i-'.       !vi<F 

et  '\i{'^ ■,}'■,  -,  /)  étant  une  loncliou  qui  ^érifie  les  conditions  suivantes-: 
1°  Kn  tout  point  de  la  surface  déformablc  So  qui  limit>'  !<•  fluide  en 
équilibre,  on  a  [<'lia|i.  III,  épdilé  ^25)] 

^   '^  dl^   "•"  du  an  ~"' 

n  étant  la  demi-normale  à  la  surface  Sp  vers  l'intérieur  du  fluide  ; 

2°  En  tout  ]ioint  de  la  partie  I  de  la  paroi  immobile  que  mouille  le 
fluide  en  équilibre,  ou  a  [(Ibap.  Il,  éigalité  (i  i  )] 

(5)  ^=0; 

^    '  1)11 

3"  V.w  liiul  poiiil  du  voUimc  r^  qur  limitent  les  surfaces  S  et  i,  on  a 
[(;ha|..  III,  é!,ralité  (ii)| 

((V)  A'-=o; 

V   l'^ntin,  à  l'inslant  /  =  n.  on  a.  m  Innt  pninl  du  miIuiih-  m. 
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A  '  ■      ,       .      d'il     dà     c)'l  ,         ,  ,       ,         •    .     1      n    -j 

A  ce  inemc  inslant,  V-'  -v^>  -r^  soiil  nuls  en  tout  ponit  du  iluide, 
(Jj;    Of    (/;  "^ 

tandis   que    les    composantes    de   la    vitesse   sont   —  y-rr»  — j — y' 

àTdï' 

En  disposant  des  limites  supérieures  imposées  aux  vitesses  ini- 
tiales, on  peut  prendre  A  assez  petit  pour  que  FA  soit  sûrement  infé- 
rieur à  i;  les  inégalités  (i)  et  les  égalités  (2)  nous  montrent  que 
nous  aurons  alors,  quels  que  soient  ./•.  v.  r.  /, 

|£|<A(i  +  FA),        ||j<A(i  +  FA),        |^^|<A(i4-FA). 

Nous  voyons  alors  que,  si  le  système  jouit  de  la  stabilité  habituelle, 
on  pourra  disposer  des  limites  supérieures  imposées  aux  vitesses  ini- 
tiales, de  telle  sorte  que  Ton  ait,  quels  que  soient  x,  y,  z,  t, 

(8)  It^I<^'>     i?I<'^'>     I?I<^' 

W  étant  une  constante  positive  arbitrairement  choisie  d'avance. 
Considérons  alors  l'expression 

(9)  "=/^-;;(S)'<«.- 

Sa  valeur  absolue  ne  peut  surpasser  W-      \  -^—1  £/S„. 
>■  '  J  \  i>  "  \ 

Si  donc  le  système  est  stable,  on  pourra  imposera  toutes  les  vitesses 

initiales  une  limite  supérieure  assez  petite  pour  que  Ton  ail,  quel  que 

soit  t, 

(10)  \0.\<M, 

M  étant  un  nombre  posilil' ari)ilraircmenl  donné  d'avance. 
L'égalité  (9)  donne 
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puis 


fil 


ou  l)ien,  en  vertu  de  régalilc  (4), 

Mais  légalité  (6)  nous   montre  que  A--j  est   nul   dans   tout    le 

volume  CT,  tandis  que,  selon  l'égalité  (5),  -,-  -r-f  est  luil  en  tout  pomt 
de  la  surface  1.  On  peut  donc  écrire 

J   dt*  dn  or-  "^»  ~     J  or-  On  or  "^"  "*"  J  or  On  or  ^^ 


f^^w"- 


L'égalité  (12)  peut  donc  s'écrire 

)   or  -J   On  \OnOt)  ""» 

^^  '     '  r\i  0  o'^y     i  0  o^iiY     10  f^'-n'i  J 


Ces  calculs  faits,  nous  allons  établir  la  proposition  suivante  : 

5/  y-  it'cat  négatif  en  aucun  point  de  la  surface  So  et  si  les  points 

où  cette  quantité  est  positive  forment,  en  cette  surface,  une  aire 
finie,  lejluide  ne  possède  pas  la  stabilité  liahituelle. 

V.w  ell'et,  selon  les  égalités  (  j  )  et  (^7^),  '  -  est  nul.  à  l'instant  /  =  o, 

en  tout  point  de  la  siuface  S„  ;  les  égalités  (9)  cl  (1  1  >  montrent  <pii'  12 

'la  ,    .  ,.- 

et  -r-  sont  inils  a     inslani  /       <>. 
(// 
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Selon  IV'galilé  (i3)  et  les  propriétés  attribuées  à  j->  -r^  ne  serait 

jamais  négatif.  A  l'instant  t  =  o,  le  second  terme  de  -^  serait  nul  en 
vertu  de  l'égalité  (7). 

D'ailleurs,  ^  ne  peut  être  nul  en  tout  point  de  la  surface  So,  à 
l'instant  <  =  o;  en  effet,  y- ^  est  nul  en  tout  point  de  la  surface  S, 
selon  l'égalité  (5)  et,  selon  l'égalité  ((3),  il  en  est  de  même  de  \-jj  en 

tout  point  du  volume  nr;  des  lors,   ■       ,  .   ^ — —,  -3-^  seraient  nuls,  a 
^  '  dx  dt     oy  ât     az  dt 

l'instant  /  =  o,  en  tout  point  du  volume  cj,  et  il  en  serait  de  même 

des  composantes  de  la  vitesse,  ce  qui  n'est  pas. 

La  valeur  initiale  de  -t-J,  réduite  à  son  premier  terme,  est  alors 

positive. 

iî  croîtrait  donc  indéliniment  avec  /,  contrairement  à  lïnéga- 
lité  (10). 

Comparons  les  résultats  obtenus  au  Cbapifre  I,  paragraphe  2,  avec 
ceux  que  nous  venons  de  trouver  : 

Un  système  formé  d'un  Jlaidi;  homogène  el  incompressible, 
soumis  à  des  forces  qui  dérivent  d'une  fonction  potentielle  Y  et  à 
une  pression  normale,  uniforme  et  constante,  possède  certainement 

la  ST.'VBiLiTÉ  NOUVELLE  si  j-  cst  négatif  en  tout  point  de  la  surface 

terminale. 

Si  —  n'est  négatif  en  aucun  point  de  la  surface  terminale,  et  si 

du  o       J  i 

les  points  où  cette  quantité  est  positive  forment  une  partie  finie  de 
la  surface  terminale,  le  fluide  ne  possède  certainement  pas  la  sta- 
bilité H.i^BlTUELLE. 

Ces  conclusions,  on  le  voit  sans  peine,  laissent  l'une  et  l'autre 
échapper  certains  cas,  en  sorte  que  nous  ne  possédons  pas  d'une 
manière  complète  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la 
stabilité  soit  nouvelle,  soit  habiti/etle. 
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§  2,  —  Cas  du  fluide  homogène,  compressible,  isothermique,  soumis 
à  des  actions  extérieures  newtoniennes  ou  non  newtoniennes. 

l'ai'  une  iiiélliodc  seiiil)lal)l('  nous  allons  Irailcr  (Fiiii  flnide  lionio- 
}îèno,  conipressihle,  isolliorini(|ue,  dont  les  masses  élémentaires  sont 
soumises  à  des  forces  qui  dérivent  d'une  fonction  potentielle  [j(p.t) 
et  dont  la  surface  déforinable  est  soumise  à  une  pression  uniforme  et 
constante. 

A  partir  de  IV'tat  d'é(|uilil)rc  initial,  sans  déranger  aucun  des  points 
matériels  qui  composent  le  llnide,  donnons-leur  des  vitesses  initiales 
dépendant  d'une  fonction  polenlielle  des  vitesses.  Si  le  système  pos- 
sède la  stabilité  habituelle,  nous  pourrons  limiter  supérieurement  ces 
vitesses  initiales  de  telle  sorte  que  l'on  puisse  «ncon^  .'crire  les  iné"a- 
lilés 

(0  |«i<A,        |ft!<A,        |c!<A, 

IJi  unliv,  si  p„(x\y,z)  est  la  densité  aujpoint  (j-,y,  :)  au  sein 
du  lluidc  en  équilibre,  si  p(x,y,  z,  l)  est,  à  l'instant  t,  la  densité  du 
point  matériel  qui,  au  sein  du  lluide  en  équilibre,  occupait  la  posi- 
tion {x,y,  z),  nous  voyons  par  les  inégalités  (i)  que  l'on  peut  limiter 
ces  vitesses  initiales  de  telle  sorte  que  l'on  ait,  quels  que  soient  ./■, 

y,  =,  /. 


P  —  Po  1 


</A 


I       Po 

/•étant  une  constante  finie. 

D  autre  part,  si  l'on  se  reporte  à  la  théorie  des  petits  mouvements 
donnée  au  §  3  du  Chapitre  précédent,  on  voit  que  l'on  pourra  imposer 
à  A  une  limite  supérieure  telle  que  l'on  puisse  écrire  les  égalités  cl 
inégalités  (2)  et  (3),  la  fonction  ■^{x,y,z,t)  étant  assujettie  aux 
conditions  suivantes  : 

I"  A  tout  instant  et  en  tout  jioiiit  d.'  la  surface  S„  ipii  limite  le 
(luide  en  é(|uilil)re,  on  a  fChaj.ilre  III.  <\i.Mlitc  (  î  ">  )| 
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2"  A  tout  instant,  en  tout  point  de  la  surface  indéformable  1,  on  a 
[Chapitre  II,  égalité  (i3)] 

3°  A  tout  instant,  en  tout  point  de  Tespace  qu'occuperait  le  fluide 
en  équilibre,  on  a  [Chapitre  III,  éi^alité  (42)] 

4"  A  l'instant  /  =  o,  en  tout  point  du  même  espace,  on  a 

(■7)  (S^,l="- 

A  \        •  dii    d'il    ôi/  1  -11 

A  ce  même  uislant,  V->  -r-'  -r-  sont  nuls  en  tout  point  du  volume  C7. 
ox    dy    d:  ' 

j.  (J-iV  r}-"}-  f)-'l 

tandis  que ; — \--, ; — V' ; — ^  sont  respectivement  e^aux  aux 

1  d.r  dt  Oy  ùt  ôzdt  ^  ^ 

composantes  de  la  vitesse. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  nous  verrons  encore 

que  l'on  peut  limiter  supérieurement  les  vitesses  initiales  de  telle  sorte 

c[ue  l'on  ait,  quels  que  soient  j',/,  -,  /, 

(8)  14^1  <^,        |t^l<T,        |$|<T, 

^  étant  une  constante  positive  arbitrairement  choisie  d'avance. 

Considérons,  au  sein  du  volume  occupé  par  le  fluide  en  équilibre, 
une  certaine  région  ra;  dans  le  cas  le  plus  général,  la  surface  qui  déli- 
mite cette  région  peut  se  composer  de  trois  parties  :  une  partie  S„ 
appartenant  à  la  surface  déformable  du  fluide  en  équilibre,  une 
partie  2  appartenant  à  la  paroi  invariable,  enfin  une  partie  a  tracée  à 
l'intérieur  du  fluide. 

Considérons  l'expression 
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Selon  ce  qui  a  ('lé  vu  an  (llia|>ilte  II,  15  I,  si  l'un  désij^iie  par  2  la 
flensilé  à  rinslant  /  du  point  matériel  dont  j;,y,z  étaient  les  coor- 
données en  l'état  d"é(|uilil)re  et  dont  p„  était  alors  la  densité,  on  peut 
liniiliT  supérieurcuicnl  A  île  telle  s<jil.'  (|nc  I"on  ait 


?  —  ?0 


ll  +  ().V, 


0  ('lant  une  foiicliou  de  ./■,_)',  z.  /  i[ui  ne  peut  snrpassiM'  une  cerlaiue 
liniile.  On  en  conclut  sans  peine  «pie  Ton  peut,  si  le  système  possède 
la  slaijililé  liaLituelle,  limiter  supérieurement  les  vitesses  initiales  de 
telle  sorte  «juo  l'on  ait,  (juel  que  soit  .£,  y,  z,  l, 

15  ('lanl  une  constante  positive  aibitrairemenl  donnée  d'avance. 
(  )n  Miit  ,dors  qu<.'  la  valeur  aljsolue  de  il  ne  peut  surpasser 

J    \     Po     II  \|t>-f  I         \0f  i         I  Jz  ,J  •  \ 


^\à\\„\ 


:/S., 


l'allant,  on  peut  limiter  su]iérieurcmi'nl  les  vitesses  initiales  de  telle 
sorte  que  l'on  ait.  qm!  ipic  soit  /, 

(10)  U  <  M. 

M  étant  une  constante  |(o>iti\i'  ailiitraiiement  (•lioi>ie  d'avani-e. 
L'éj^alité  (18  )  doime 

''-    -         /"iî'"M   ''   l      '^'^      \  ^  ''  t      ''"'-f   '  \       ''  I      '^'J'     M 

J     On    an  On  01 
Juurn.  Je  Malli.  (  >•  sciir,.  l o  l\.   -    lu>.-.    Ml.   m,...).  .'5y 
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puis 

J    On    On  an  01-        ' 

Les  deux  derniers  termes  du  second   nicnilire   de  celle  égalité  (21) 
peuvent,  en  verlu  des  égalités  (i4)  et(  iG  k  s'écrire 

'  ~  -j  '""  01-   an    Ot'  -J  ?"  dt'  du   df 

Mais  régalilé(i  5)  vérifiée  à  tout  instant,  en  tout  point  de  la  surface  S, 

entraîne  Tégalité 

d   d'-i  _ 
dn  dl-   ~~ 

qui,  au  second  membre  de  l'égalité  (22),  fait  disparaître  le  premier 
terme.  L'égalité  (21)  devient  alors 

d-ii  _  /-J(p„)  f  d  i'     _à^\    ,    A  {     J!±\  -u  i-/  '     ^''^  Wdn 

"^  "      ".'      ?o    làx  V"  <)^àtj  ^  dv  V"  dy  dtj  ^  dz  U»  dz  de)} 

-y    !_?-'  [Tr  -di)    ^[dJ-dF)^[d^.-d?)\  ^^ 

~  -  j  ?"  dF  cj;;  ^  '''"• 


(2(i) 
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I'dmi-  /  —  (.,  iKiiis  iisoiis.  dans  toiil  II-  \(ilnir)e  cr, 
a  =  (),  h~  o,  c  =  o, 

parlani,  selon  les  é^'alilés  (2), 

(H).-.  m,-"'  @).="^ 

nous  avons  aussi,  selon  rryalité  (17), 

L'égalité  (18)  nous  montre  alors  ([ue  Ton  a,  pour  /  =  o, 
(24)  12  =  0. 

L'égalité  (20)  nous  uiunliv  (|iir  l'on  a,  au  même  instant, 

Lnlln,  l'égalité  (23)  nous  montie  (ju'à  l'inslanl  /  ~  o,  on  a 

'It'  J     Pc    L'^-^  V"  0.V  Si  )  "^  àj- 1="  JFTTt )  ^  '.n  l,'-»  oTSi  )J  '^^ 


J    On  \Onôl) 


rfS„ 


Les  égalités  (aS),  (24),  (:a5),  (2G)  vont  nous  permettre  d'établir 
les  propositions  que  nous  avons  en  vue  de  démontrer. 
\  iiici  la  prrmii'rc  de  ces  propositions  : 

Dans  le  Jhiidr  m  équilibre  il  existe  une  région  d'étendue  finie 
où  J(p„)  l'st  négatif;  celte  région  n'est  pas  attenante  à  la  surface 
déformable  du  JJuide;  dans  ers  r,,nditio/is,  te  JJuide  ne  présmie pas 
la  stahilité  hahituelle, 

Appliipiniis  a  ce  cas  les  loi  mules  précédentes,  en  |>renant  pour 
voImmm-  CT7  la  régi.Mi  d.-   l'espace  où  J(po)  est    négatif.  Cette  région 
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n'étant  pas  attenante  à  la  surface  déformablo  du  fluide,  le  terme  formé 
par  une  intégrale  étendue  à  la  surface  S,,  doit  disparaître  des  éga- 
lités (23)  et  (26). 

D'autre  part,  J(fo)  varie  d'une  manière  continue  à  l'intérieur  du 
fluide  en  équilibre;  le  volume  îtt,  en  tout  point  duquel  J(p„)  est 
négatif,  est  donc  séparé  des  j)ortions  du  fluide  où  J(po)  n'est  pas 
négatif  par  une  surface  a-  en  tout  point  de  laquelle  J(po)  =  "î  l'éga- 
lité.(i6)  nous  ap[)rend  alors  qu'en  tout  point  de  cette  surface  g-  et  à 
tout  instant, 

dJ^-  =  "' 

ce  qui,  dans  la  formule  (23),  fait  disparaître  l'intégrale  étendue  à  la 
surface  a. 

Le  second  membre  de  l'égalilé  (26)  est  négatif,  à  moins  qu'en  tout 
point  du  volume  m  on  ait,  à  l'instant  /  =  o, 

dx  \?»  dxdt)  '^  dy  \^"  àyJt)  "^  (J:  ',''"  Jz  ôt)  ~  "' 

Mais,  à  l'instant  /  =  o,  la  fonction  -y  est  seulement  assujettie  à  ce 

que  ses  dérivées  partielles  en  x,  y,  z  ne  surpassent  pas  en  valeur 
absolue  la  limite  imposée  aux  composantes  de  la  vitesse;  on  peut 
donc  toujours  la  choisir  de  telle  sorte  qu'elle  ne  vérifie  pas  cette 
condition. 

Nous  voyons  alors  que,  des  égalités  (23),  (2/1),  (^25),  (2G),  ou  peut 
tirer  les  résultats  suivants  : 

I"  Pour  ^  =  o,  on  a 

^  du  d-a    ^ 

■  dt  '  dt-  ^     ' 

2"  Pour  aucune  valeur  j)ositive  de  /,  -rj^  n'est  positif. 

Il  en  résulte  que,  t  croissant  au  delà  de  toute  limite  par  valeurs 
positives,  Q  est  constamment  négatif  et  sa  valeur  absolue  croit  au  delà 
de  toute  limite.  Or,  ce  résultat  est  contraire  à  la  condition  (10)  qui 
serait  vérifiée  si  le  système  possédait  la  stabilité  habituelle. 
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Voici  iiiio  sf'coiulc  pro])Osilioii  : 

Au  sein  du  fluide  en  équi libre,  il  existe  une  région  d'étendue 
finie  en  larjurth-  .I^oJ  est  négatif;  cette  région  confine  à  la  surface 
déforniable;  ri,  loiil  jtniiit  ilc  la  jiartii-  S„  de  la  surface  fléforniahli- 

qui  confine  à  relie  région  de  l'espace,  '.j^'-'^l  négatif;  le  système 

lluide  ne  possède  pas  la  stidiitité  habitwlle. 

Apj)li(Hions  encore  nos  précédentes  l'orimiles  en  prcnanl  ijour 
voliiMH,'  CT  la  région  où  J(p„)  est  négatif. 

H  peut  se  faire  que  le  volume  cr  se  confonde  avec  le  volume  entier 
du  lluide;  dans  ce  cas,  la  surface  n  n'existe  pas  et  l'intégrale  étendue  à 
cette  surface  doit  disparaître  de  la  fornnilr  (^.'i).  il  se  peut,  au  con- 
traire, que  le  volume  rs  comprenne  seulement  une  partie  du  fluide; 
dans  ce  cas,  l'intégrale  étendue  à  la  surface  n  que  renferme  la  for- 
mule (a^i)  est  nulle  pour  la  raison  indiquée  au  cours  de  la  précédente 
démonstration.  Dans  les  deux  cas,  les  égalités  (ni),  (2/1),  (aâ),  (2G) 
conduisriil  encore  aux  (•imsé(jueiiees  suivantes  : 

1"  l'our  t  =  o,  on  il 

i2-",         -^=0,  ^<o. 

V."   l'ouï-  aucune  ^;d^ur  pc.siii\r  ilc  /.    y-  n  eslpositit. 

La  démonstration  s'achève  alors  comme  celle  de  la  |>ropnsitinu  pré- 
cédente. 

Lii  piopixiiidu  précédeiile  inipru[ui'  ci-lle-ci  comme  cas  particulier  : 

Un  fluide  contpressiblr,  homogène,  isntlierniiqur  ne  subit  aucune 
action  extérieure  que  celle  d'uiw  pression  uniforme  et  constante; 
cejluide  en  équilibre  a  partout  la  même  densité  p^i  *'  '«  quantité 

,,.  , -/;(?.)  ,  ,.rf';i.v> 

est  néiiali\e,  le  /luidr  ne  possède  pas  la  stabilité  liabttuelle. 
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Dans  ce  cas,  en  cflet,  H,,  a  partoul  la  même  valeur  et  ~  esl  nul. 

On  démontrerait  comme  notre  seconde  proposition  la  proposition 
dont  voici  renoncé  : 

J(po)  csl  nul  dans  une  partie  du  Jluidc  ;  cette  partie  est  attenante 
à  la  surface  déformable  du  fluide  en  équilibre;  en  la  portion  So  de 

cette  surface  à  laquelle  elle  attient,  il  existe  une  aire  finie  où -r-^ 
est  négatif;  le  fluide  ne  possède  pas  la  stabilité  habituelle. 

Rappelons  que  nous  avions  établi,  au  préalable,  les  propositions 
suivantes  : 

Pour  qu'un  fluide  compressible  et  isothermique  possède  la  sta- 
bilité nouvelle,  il  suffit  : 

1°  Que  la  quantité  J(p„)  ne  soit  négative  en  aucun  point  du 
fluide  et  que  les  points  où  elle  est  nulle  ne  forment  pas  un  volume 
fini; 

2°  Que  la  quantité  -y-  ne  soit  négative  en  aucun  point  de  la  sur- 
face déformable  du  fluide  et  que  les  points  où  elle  est  nulle  ne 
forment  pas  une  aire  d'étendue  finie. 

On  voit  cpie  nous  sommes  encore  loin  de  posséder  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  la  stabilité  soit  nouvelle,  soit  habituelle 
d'un  fluide  homogène,  compressible,  isolhermique,  soumis  exclusive- 
ment à  des  actions  extérieures. 


§  3.  —  Cas  du  fluide  entropique  soumis  à  une  pression  uniforme 
et  constante. 

Prenons  maintenant  un  iluide  homogène  et  compressible  soumis  à 
une  pression  uniforme  et  constante  ;  au  sein  de  ce  fluide  en  équilibre, 
la  température  a,  en  tout  point,  la  même  valeur  T,,  et  la  densité  la 
même  valeur  p,,.  Supposons  ce  fluide  assujetti,  en  tous  ses  mouve- 
ments, à  vérifier  une  égalité  de  la  forme 

^^  =  E.(T), 
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OÙ  «(T)  est  la  même  fonction  de  T  pour  tous  les  points  du  fluide. 

A  partir  de  l'/lat  d'équilibre  imprimons  au  fluide,  sans  aucun 
dérangement  initial,  des  vitesses  initiales  dérivant  dune  fonction 
potentielle;  nous  pourrons  imposera  celles-ci  des  limites  supérieures 
telles  que  les  inégalités  (i)  soient  vérifiées,  A  étant  une  constante  po- 
sitive arbitrairement  choisie  d'avance.  Nous  pourrons  d'ailleurs,  selon 
ce  qui  a  été  vu  au  (^liapitre  III,  §  4,  limiter  supérieurement  cette 
constante  A  de  telle  sorte  que  Ton  puisse  écrire  les  égalités  (2), 
où  '|(x,  y,  z,  t)  vérifie  les  conditions  suivantes  : 

I"  En  tout  point  de  la  partie  déformable  S„  de  la  surface  qui  liniile 
le  fluide  en  r'([iillil)rc,  et  à  tout  iiislanl  /.  ou  a  [Cliapilre  III,  éga- 
lité (G2)| 

(27)  j7l=o; 

2"  I']m  IumI  pi)iiil  (le  la  paroi  X  el  à  loul  iiistanl,  ou  a  [Clia[iitre  II, 
égalité  (i  i )\ 

3°  l'Ji  tniil  |)niiil  lie  l'espacc  occupé  par  le  llMi<lo  on  éipiilibrc,  el  à 
tout  inslaul,  on  a  [  (  !lia[)ilre  III,  égalité  ((ii  )] 

(^0)  .I(c„,T„)A^-^r=o; 

4"  En  tout  poiiil  (lu  Miéiin.'  espace  et  à  I  instant  /  =  o,  on  a 

A  ce  même  inslaul,   -r^,  -r^,  ~  sont  nuls  dans   tout  le   fluide  et 
Ox     Oy     uz 

0^^  (>'•{-  d'if  ,   .  .        1     I       •• 

—  J-— n' ; — t;» r-r-  sont  ey:au.v  au\  composantes  de  la  vitesse. 

dx  dt  djr  dt  dzdl  ^  ' 

Considérons  l'expression 
(3i)  i2=/"j(c„,T„HA})^fe, 

où  rint('-grale  s'étend  au  Noiume  onlior  du  fluide. 
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('oininc  au  parai;iii|)lu'  |ir(''C(''diMil.  (Hi  \)C\\[,  si  le  syslùmc  possède  la 
stabilité  habituelle,  iuiposer  aux  vitesses  initiales  des  limites  supé- 
rieures telles  que  l'on  ait,  quels  que  soient  x,  y,  :,  l,  rinégalité 

(19)  |A||<K, 

Il  étant   une  quantité   positive  arbitrairement  choisie   d'avance.   La 
valeur  absolue  de  (2  demeurera  certainement  inférieure  à 

U^j"M(>„,T„)j./nT. 

en  sorte  que  l'on  peut,  si  le  système  est  stable,  imposer  aux  vitesses 
initiales  des  limites  supéi'ieures  telles  que  l'on  ait,  quel  que  soit  /, 

(lo)  |ir<M, 

M  étant  une  constante  positive  arbitrairement  choisie  d'avance. 
L'égalité  (3i)  donne 


puis 


Selon  l'égalité  (29),  celle  dernière  égalité  de\ient 

(33)    5  =  ./.r,,..T„,iA;;;-v<fe+./-;ïiAg,fe. 

L'égalité  (27)  exige  que  l'on  ait.  à  tout  instant  et  en  tout  point  de  la 
surface  S„, 

d   d-Jj  _ 
an  <)t-  ~^- 

Cette  égalité  et  Tégalité  (28),  vérifiée  à  tout  inslanl,  en  tout  point 
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de  la  surface  1,  pprmeltont  do  donner  à  l'égalité  (  j'i)  la  forme 

L'égalité  (3o)  cl  légalité  (açj)  niontrcnl  (juà  linstant  /  =  o  on  a, 
dans  tout  le  fluide, 

\l  :^-.  O. 

Les  égalités  (3i)  ol  (3i)  nionlrent  alors  qu'à  linstant  /  =  o  on  a 
(35)  i2  =  o,        ''- 


dt 


tandis  qu'au  même  instant  les  égalités  (3o)  et  (3'|)  donnent 
(36)  ^  =  ./'.l(c„,T„)U'j^)%/.-.. 

Ces  calculs  nous  permettent  di'  d/'uiontrer  le  théorème  suivant  : 

Si,  m  un Jl aide  enlroipiquc,  la  rjuantili'  Ji  p„,  T,,)  eut  négalhr,  le 
Jluidc  en  équilibre  ne  possède  pas  la  stahilité  habituelle. 

Dans  ce  cas,  en  ellet,  les  égalités  (35)  et  (3fi)  nous  donneraient, 
pour  /  =  o, 

i2  =  o,         ^==0. 

En  outre,  on  pourrait  toujours,  à  cet  instant,  choisir  la  fonc- 
tion -,  f  de  telle  sorte  que  A-p  ne  soit  pas  nul  en  tout  point  du 
iluide;  on  aurait  alors,  pour  /  =  o, 

l'JiHn,  selon  régalilé  (34),  -t-t  "*-'  pourrait  devenir  positif  pour  au- 
Journ.  </«•  Math,  (j»  série),  tome  l\.  —  l'jsc.  III.  igoS.  ^0 
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cune  valeur  de  /;  Oserait  donc  sans  cesse  négatif  et  sa  valeur  absolue 
croîtrait  au  delà  de  toute  limite. 

Cette  conséquence,  (jui  contredit  à  l'inégalité  (lo),  démontre  le 
théorème  énoncé. 

La  méthode  de  Lagrange  et  de  Lejeune-Dirichlet  donnerait  la  pro- 
position suivante  : 

Pour  que  notre  Jluide  entropique  possède  la  stabilité  nouvelle 
il  suffît  que  J(p„,  T„)  soit  positif . 

Le  cas  où  J(po,Tj)  est  nul  échappe  également  aux  deux  proposi- 
tions. 

§  4.  —  Remarque  générale- 
Toutes  ces  démonstrations  impliquent  un  postulat  que  renferment 
les  égalités  (2)  et  qui  peut  être  regardé  comme  un  cas  particulier  de 
cette  proposition  : 

Si  un  système  est  animé  d'un  mouvement  infiniment  petit,  les 
grandeurs  variables  qui  définissent  ce  mouvement  vérifient  des 
équations  qui  ne  diffèrent  des  équations  dites  des  petits  mouve- 
ments que  par  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  ;  donc  il 
existe  des  intégrales  des  équations  des  petits  moui'eme/its  dont  ces 
grandeurs  elles-mêmes  ne  diffèrent  que  par  des  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur;  ces  intégrales  sont  celles  qui  correspondent  aux 
mêmes  écarts  initiaux  et  aux  mêmes  vitesses  initiales  que  le  mou- 
vement infiniment  petit  que  Von  considère. 

Ce  postulat  ne  peut  être  tenu  pour  évident;  les  démonstrations 
précédentes  ne  peuvent  donc  prétendre  à  la  même  rigueur  que  les 
démonstrations  données  par  M.  Liapounoff  et  par  JNL  Hadamard 
pour  les  systèmes  qui  dépendent  d'un  noml)re  limité  de  variables. 


i 
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CHAI'lTllK  \  . 

LUS    OSCILLATIONS    PKXDLLAIUES    DES    CORPS    FLUIDES. 


§  1.  ~  Équations  générales  qui  régissent  les  oscillations  pendulaires 
propres  des  corps  fluides. 

Au  présent  Chapitre  nous  nous  proposons  (raltorder  l'élude  dyna- 
mique des  oscillations  pendulaires  des  corps  fluides,  dont  rétudeciné- 
niali(pie  a  été  donnée  au  Chapitre  II,  §  2.  Nous  nous  bornerons, 
d'ailleurs,  à  étudier  les  oscillations  propres,  c'csl-à-dire  que  nous 
supposerons  nulles  les  actions  perturbatrices  appliquées  soit  aux 
diverses  masses  élémentaires,  soit  à  la  surface  déforinablc.  En  outre, 
nous  supposerons  qu'en  l'élal  d'équilibre  au  voisinaj^e  duquel  le  sys- 
tème oscille,  la  surface  déformiihie  était  soumise  à  une  pre.ssion  uni- 
forme. 

Considérons  tout  d'abord  le  cas  d'un  Jluide  homogène,  compres- 
sible, isothermique,  soumis  à  des  actions  extérieures,  ncw  toiiiciines 
ou  non,  qui  dérivent  d'une  fonction  potentielle. 

Selon  les  égalités  (34  bis)  et  (37)  du  Chapitre  IH.  nous  avons,  en 
tout  point  {x,y,  z)  de  l'espace  occupé  par  le  fluide  en  é(piilibre, 

La  seconde  de  ces  égalités  a  lien,  en  outre,  (piel  (pie  suit  /. 

(3)  A^=^ 

est  une  fonction  de  .r,  j,  ;,  déterininée  lorsqu'un  connaît  l'état  d'équi- 
libre du  fluide. 


3o8 
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En  outre,  en  tout  point  de  la  paroi  immobile,  et  quel  que  soit  l  pour 
la  seconde  égalité,  on  a 

(4)  a„:i.  +  h^'^.^c^^i  =  o, 

^     -  On 

Cf.,  p,  y  étant  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  n  fait  avec  les  axes 
de  coordonnées. 

Enfin,  en  tout  point  de  la  surface  déformable  du  tluide  on  équilibre, 
on  a,  quel  que  soil  /  [Chap.  III,  égalité  (4i  )J, 

^^^  p„  dn   On  ~   or-         \dl^ 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  foruuiles  (i),  (2),  (4),  (5),  (G)  peuvent 
être  regardées  comme  impliquant  celles  (|ui  conviennent  aux  deux 
autres  cas  étudiés  par  nous. 

Considérons  le  cas  (Tnn/luide  homogène  et  incompressible.  L'éga- 
lité (i  i)  du  Chapitre  III  nous  montre  que  l'on  a,  en  tout  point  de  l'es- 
pace qu'occupe  le  fluide  en  équilibre, 

,      ,  .  ,  ()a„         <)l>„         dc„ 

(  I   bis)  -. i — i 1 — r-  =  o. 

^  ■'  ojr  ôy  ûz 

En  ce  même  point  et  à  tout  instant,  on  a,  quel  que  soit  /,  selon  l'éga- 
lité (12)  du  même  Chapitre, 

{ibis)  A|  =  o. 

Enfin,  en  loul  point  de  la  surface  déforuuiblo  du  Ouidc  en  équilibre 
et  à  tout  instaul,  on  a,  quel  que  soit  /,  légalité  ('-i'j)  du  Cha- 
pitre III  : 


Si  l'on  observe  : 

I"  (^ue  la  densité  p^  a  la  même  valeur  dans  tout  le  fluide; 


LA     STXniLITK    ET     LES     PETITS     MOUVEMENTS     I»ES    CORPS     FLUIDES.      3oQ 

■i"  (^)iren  loul  {)uint  de  la  suifaco  If'rminali.'  du  Ihiid'-  en  é(juilibre, 


on  a 


I   <;ii„        ()\ 
Pu  (jii         an 

ou  voil(|iie  les  égalités  (i  hi.s),  (2  bis),  (G  ^/.v)  peuvent  être  regardées 
connue  des  formes  particulières  des  égalités  (i),  (2),  (0^,  à  la  condition 
de  faire,  dans  la  première, 

(ibis)  A-  =  o. 

Considérons,  poui-  lorniinfr,  le  ras  du  /laide  cri/ropi^/if. 
L'égalité  (5"))  du  Chapitre  111  nous  montre  rjuc  l'on  a.  en  tout  point 
du  volume  qu'occuperait  le  lluide  en  équilibre. 

L'égalité  (56)  du  même  Chapitre  donne,  an  même  point  l't  à  tout 
instant, 

Enfin,  selon  l'égalité  (Go)  du  Ciiapilrc  111,  en  tout  point  de  la  sur- 
face déformable  du  fluide  en  équilibre  et  à  tout  instant,  on  a 

L(>  lluidr  (•nlropi(pie  en  éipiilil)re  était  soustrait  à  toute  action  autre 
(pie  celle  dune  pression  uniforme;  la  densité  p,  v  avait  donc  la  même 
valeur  en  tout  point;  il  en  était  de  même  de  la  pression  Hj,  ce  qui 

annule  -r-"  en  tout  iioinl  de  la  surfaci'  terminale.  Selon  ces  remarnues. 
un  ^  I       ' 

les  égalités  (i  1er),  (2  ter),  (G  1er)  peuvent  être  regardées  comme  des 

cas  particuliers  des  égalités  (i),  (2),  (G),  à  condition  de  faire  dans  les 

deux  premières 

\-  = '^ 

J(?o.  T..) 

Cette  valeur-  île  A'  est  indi-pondante  fie  x,  y,  :. 
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L'étude  des  oscillations  propres  d'une  masse  fluide  dépend  donc, 
dans  les  trois  cas  cjue  nous  avons  étudiés,  des  équations  (i),  (2),  (4), 
(5),  (G),  où  A-  est  une  fonction  donnée  de  x,y,  z,  ou  une  constante, 
ou  zéro. 

Supposons  maintenant  cjue  les  oscillations  (|uc  nous  voulons  étudier 
soient  des  oscillations  pendulaires. 

Au  Chapitre  III,  §  1,  nous  avons  établi  le  théorème  suivant  : 

Tout  petit  mouvement  d' une  masse  JJuide  au  sein  de  laquelle 
existe  une  fonction  K  admet  une  fonction  potentielle  des  vitesses. 

D'autre  part,  au  Chapitre  II,  §  2,  nous  avons  démontré  cette  autre 
proposition  : 

Pour  qu'un  petit  mouvement  pendulaire  d'un  milieu  continu 
admette  une  fonction  potentielle  des  vitesses,  il  faut  et  il  suffit  qu'il 
admette  une  fonction  potentielle  des  élo/igations. 

En  rapprochant  ces  deux  théorèmes,  nous  obtenons  celui-ci  : 

Au  sein  des  fluides  qui  admettent  une  fonction  A  et,  en  particu- 
lier, au  sein  des  fluides  que  nous  étudions,  tout  mouvement  pendu- 
laire infiniment  petit  dérive  d' une  fonction  potentielle  des  élon- 
sations. 


Dès  lors,  selon  les  égalités  (11)  et  (21)  du  Chapitre  II,  on  a,  en 
chaque  point  et  à  chaque  instant. 


(7) 


d^V    ■  t 

a  = T-  sui  2  -  TT, 

(jx  J 

/.^--^sm.::^ 


ûz 


_  l 


-T—  cosiir^^) 
dy  T 

^C0S2Z^, 


W  et  W  étant  deux  fonctions  des  seules  variables  x,  y,  z. 
D'autre  part,  les  égalités  (8)  du  Chapitre  III  donnent 


(8) 


a  =  a„  — ■ 


dx 


b  =  ^„ 
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Id(;iilifions  CCS  expressions  de  a,  b,  c.  i\ous  en  lirons  sans  peine 


(lo) 


^  =  -^s.n2::;p  +  _(^cos2^;^-, 

f  d'il        dn-   .  e        d^'  (  t  \ 

Ces  égalités  donnent 

(il)  ■|  =  Tsin2-^4-T'(cos2-i  -,Wf(/;. 

De  cette  égalité  nous  lirons 

Les  égalités  (i),  (9)  et  (i3)  donnent 

D'autre  part,  les  égalités  (2),  (10),  (12),  (i3)  et  (i  ',)  donnent 


1  [ji(?.':i)-5j.(.'.g>^(p.f)-^'*-]-=»^ 


Celle  égalité  (i5)  nous  permet  d'écrire 

('^)  —Jli-   =     jY  [CCSW2T.  ^  -^  a'  COS2T.  ;^.y 
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a,  x'  claiU  deux  constantes,  et,  partant, 

Dès  lors,  pour  que  les  égalités  (i-\)  et  (i5)  soient  vérifiées,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  fonctions  W,  W  vérifient,  imi  tout  point,  les  équations 

L'égalité  (5),  vérifiée  à  tout  instant,  en  tout  point  de  la  paroi 
immobile,  devient,  en  vertu  des  égalités  (lo), 

ô^v   ■  t        on-'/  t 

-r-Sin2-^H T—     C0S2-;p   —   I 

an  1  un  \  1 

Elle  exige  que  Ton  ait,  en  tout  point  de  cette  paroi, 
(■9)  57r="' 

(19/'")  ^="- 

D'ailleurs,   en  vertu  des  égalités  (9),  l'égalité   (19  bis^  équivaut  à 
l'égalité  (4). 

En  vertu  des  égalités  (^  10),  (12),  (i3),  (16)  et  (17),  l'égalité  (G) 
devient 

I  Po   àii   an  I  -  ^  I  r 

Pour  qu'elle  soit  vérifiée  en  tout  point  de  la  surface  déforinable  et  à 
tout  instant,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  en  tout  point  de  la  surface 
déformable, 

^      '  Po  an  on  f  ^  ' 

(20  Ol.s)  j— "   -j h-   Tr^(^P    —  a  )  =  o. 

^  ^  p5  an    an  1-  ^  '^ 
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Posons  iiiaiiiliiiaiil 

Z  =  ^r-a,  Z'=ir'-a', 

el  les  (''{^alités  (7),  (iH),  (18  his),  (if)),  (i(t/'is),  (20),  (20  hi.^)  con- 
duiront aux  résultais  suivants  : 

Lorsqu'un  tirs  Jluidi's  auxquels  s'appliquent  nos  raisonnements 
est  animé  d'un  petit  moui^ement pendulaire,  tes  composantes  a.  l>.  e 
de  l'élongation  sont  données  par  les  formules 

01   .  t        dZ'  t 

a=—    j-Sin2-,,. r-C0S2-=;. 

ax  1        Ox  T 

,     .  ,  ,  àZ  .  t        àZ'  t 

^     ■^  \  ày  r        <)y  r 

dZ   .  t        ,)Z'  t 

oz  I         1):  I 

où  Z,  Z'  .90///  deu.r  fonctions  de  r.  r.  r  soumises  aux  conditions  sui- 
vantes : 

Chacune  d'elles  réri/ie  : 

1°  En  tout  point  de  l'espace  occupé  par  le  fluide  en  équilibre, 
l'équation 

,      .  d  [     àZ\         ô  l     t)7.\         i)  .      Ô7.\        i-'A'v 


(23) 


"  En  tout  point  de  la  paroi  immohile.  V équation 
d'L 


dn 


3°  En  tout  point  de  la  surface  deformahle  du  fluide  en  équilibre, 
l'équation 

(24)  -  -5-"   ,    -<-  4^Z  =  o. 

^       '  po    on    On  P 


Journ.  de  Math,  (j*  série),  tome  l\.  —   Vase.  III,   igoS.  4' 
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§  2.  —  Relation  entre  le  problème  précédent  et  un  problème  de  calcul 
des  variations.  —  Cas  des  fluides  incompressibles. 

Soit  ^'  une  fonction  qui  csl  régulière  dans  tout  Tespace  occupé  par 
le  fluide  en  équilibre,  qui  vérille  la  condition 

en  tout  point  de  la  paroi  immobile  S,  cl  la  condition 

(26)  J^rfS„-o, 

où  l'intégrale  s'étend  à  la  partie  déformable  Sy  de  la  surface  qui  limiti- 
le  fluide  en  équilibre. 
Considérons  la  quantité 

(„)       e^/[(0+(|)V(0^..-AT],/», 

OÙ  Fintégrale  s'étend  au  volume  occupé  par  le  fluide  en  équilibre;  en 
vertu  de  l'identité 

et  de  la  condition  (aS),  0  peut  encore  s'écrire 
D'autre  part,  considérons  la  ipiantilé 

(=9)  û=-/-(0*.. 
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Imaginons  que  l'on  remplace  la  fonction  W  par  une  fonction  inlini- 
inent  peu  dillércnte,  (W-HoM'),  i|iii  vérifie  les  conditions  (-^H) 
••l  (26),  ce  qu'expriment  les  égalités 

(Jo)  0  --  ^-  (). 

^      '  1)11 

(3,)  fi';^  ■'>.-■■■ 

Supposons,  en  (nitif,  (|iii'  ntir  variation  imposée  à  la  fonction  W 
soit  assujettie  à  laisser  iii\aiiai)ie  la  \aleur  île©,  ce  qu"e\|)riiiie  Tégalité 

(32)  00  =  0. 

Cherchons  îi  déterminer  la  foiielioii  M"  de  Irllr  sorte  ([iie  ces  condi- 
tions imposées  à  oU' entraînent  l'éi^'alité 

(33)  oi2  =  o. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  ((u'il  existe  : 
\"  Deux  constantes  K  et  A; 

2°  Une  grandeur  /',  variable  diine  manière  continue  le  long  de  la 
surface  ^,  telles  que  Idii  ;iil,  f/it<'//<-  quf  soit  ta  fomlioii  oM", 

( 3/,)      oi)    k  '>)  -  A  / ■  -: •;"  ./s„  -  /  v^ '^;'-  ,/v  _.  o. 
^  '  ,  '  iiii      j  ■  iiit 

L'égalité  (28)  donne 


7(3 


20  =  _Wli-^f  ,/S._:i/"^'"oM-./S„ 

J  On  J     On 

Selon  celte  égalité  (35)  et  les  égalités  (2Ç))  et  (3o),  règalilé  (^'i\) 
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devient 


(36) 


)    J     \"'i  "'^  1 J      on  J 

\  J     2      àii 


Pour  que  celle  égalilé  ail  lieu  quelle  que  soil  la  fonction  o^*,  il  faut 
et  il  suflit  que  Ton  ail  : 

1°  En  tout  point  de  la  paroi  X, 

2"  En  lout  point  du  volume  occupé  par  le  fluide  en  équilibre, 

(37)  AM'  =  o; 
3°  En  lout  point  de  la  surface  Sj, 

(38)  —  -. k^+-  =  o. 

^       '  on  on  2 

La  fonction  W  étant  ainsi  déteriuinée,  cherchons  quelle  valeur  elle 
fait  prendre  à  0.  Selon  légalité  (  2-  ),  on  a.  en  toutes  circonstances, 


e=-/''-£<'*.-,r'''S'«+,/''-^"- 


f/d. 


Lorsque  ^'vérifie  les  égalités  (20)  el(37),  celte  égalité  peut  s'écrire, 
(pielle  que  soit  la  constante  C, 


à'V    ,^' 


Prenons 


C  ==  -, 
aiv 


et  nous  jîourrous  écrire  cette  égalité  sous  la  forme 

J    \  2  ;  dn 
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OU  bien,  puisque  W  vérifie  régalilé  (38)  el  que  Q  est  défini  par  l'éga- 
lilé  (39), 

(39)  K0  =  iî. 

Ainsi,  (ouïe  fonction  M'  qui  .sali.sfail  à  notre  problème  de  calcul 
des  variations  fait  prendre  certaines  valeurs  aux  expressions  Ù 
et  0;  le  rapport  de  ces  valeurs  est  précisément  la  constante  K. 

D'ailleurs,  loule  foncliuii  ^'  tjui  résout  le  problème  de  calcul  des 
variations  (juc  nous  avons  énoncé  vérifie  léquation  (3')  en  tout  point 
de  l'espace  occu|jé  par  le  fluide  en  équilibre;  pour  une  telle  fonction 
M',  la  quantité  0,  définie  par  lé^^alité  (2-),  se  réduit  à 


/m-^m^m]"- 


On  |)i'iii  diiiif  «'•tioMcer  celle  proposition  : 

Lorsqu'une  certaine  /onction  U'  satisfait  au  problème  de  calcul 
des  variations  que  nous  avons  énoncé,  la  valeur  correspondante  de 
la  constante  K  est  donnée  par  la  formule 


(  1"» 


fim-m-i^] 


La  inélliode  de  I>agraii|;e  et  de  I^ejeune-Diricblet  fournit,  pour  le 
fluide  étudié,  cette  condition  (jui  suflil  à  assurer  la  stabilité  nouvelle  : 

La  irrauileur  ,     n'est  husiti\e  en  aucun  point  île  la  surface  S.: 
Oit  '  '  ^  u  J 

b's  points  où  elle  est  nulle  ne  forment  pas,  en  la  surface  S,,  une 

aire  d'étendue  finie. 

\.,\  tninmle  (  (O)  nous  montre  alors  qui"  .v/ tr//*'  condition  de  stabi- 
lité est  l'érijiée,  toute  valeur  de  ta  constante  K  qui  correspond  à  une 
solution  du  problème  posé  est  finie  el  positive. 
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Nous  pourrons  alors  poser 

4-^  À 


(40 


j. 


T  et  a  étant  deux  constantes  réelles.  Si  Ton  observe  alors  que  p^  est 
une  constante,  que 

1^       '21  — 
po  dn        f)n 

et  que,  selon  Té^'alité  (3  bis),  A^  est  ici  nul,  on  voit  que  les  égalités  (2.5), 
(37)  et  (38)  deviennent  respectivement  identiques  aux  égalités  (19), 
(18)  et  (20).  En  d'autres  termes,  toute  solution  du  problème  de  calcul 
des  variations  posé  en  ce  Paragraphe  détermine  une  fonction  W(x,  y,z) 
cl  une  constante  K.  Le  Jluidc  peut  être  animé  d' un  petit  mouiement 
pendulaire  dont  la  période  T  est  liée  à  la  constante  K  par  la  pre- 
mière égalité  (40  ''t  dont  rélon^iation  a  pour  composantes 


(42)      a  =  -^sin-2-^,       b^~ 


^^  siu  2 -  =, ;      c  ^ .-  sm  '2 -  „  ■ 

Oy  1  0:1 


Les  relations  que  nous  venons  d'établir  entre  le  problème  des  petits 
mouvements  des  fluides  et  un  problème  du  calcul  des  variations  en- 
traînent la  conséquence  suivante  : 

Les  équations  des  petits  mouvements  du  fluide  ne  pement,  si  la 
condition  qui  suffit  à  assurer  la  stabilité  nomelle  est  vérifiée, 
admettre  une  intégrale  de  la  for  nie 

=  -  '1  -"  ' 
à.i-  '     • 

où  la  constante  R  serait  réelle. 

On  verrait  sans  peine,  encllel,  qu'une  telle  intégrale  correspondrait 
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à  une  solution  du  prohirnio  do  variations  où  la  constante  K  aurait  la 
valeur  négative  —  R'. 

On  peut,  en  suivant  la  voie  tracée  par  Routh  (')  pour  le  cas  de 
systèmes  dépendant  d'un  nombre  limité  de  variables,  indiquer  un 
procédé  régulier  qui  conduit  à  la  formation  d'une  infinité  de  mouve- 
ments pendulaires,  mouvements  qui  correspondent  à  des  valeurs 
successives  de  K  rangées  par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  ou  à 
des  valeurs  successives  de  T  rangées  par  ordre  de  grandeurs  décrois- 
santes; ce  procédé,  d'ailleurs,  n'est  point  entièrement  rigoureux;  il 
prèle  à  la  même  objection  que  la  méthode  donnée  par  Lejeune- 
Dirichlet  pour  démontrer  l'existence  d'un  état  d'équilibre  élec- 
trique. 

Supposons  d'abord  la  fonction  T  assujettie  a  vérifier  : 

I"  En  tout  point  de  la  paroi  I,  l'égalité 


(2>)  _=o: 


On 


2"  L'égalité 
3"  L'égalité 


+  -irAir  ./.-  =  !. 


Considérons  les  valeurs  (.ff)  de  ù  données  par  la  formule  (29);  si 
l'on  suppose  vérifiée  la  condition  suffisante  pour  la  stabilité  nouvelle 
(et  c'est  ce  que  nous  ferons),  ces  valeurs  sont  toutes  positives;  clips 
admettent  une  limite  inférieure  positive  Q,  ;  supposons,  ce  gui  n'est 
pas  éiident,  qu'il  existe  une  détermination  T,  de  la  fonction  T  pour 
laquelle  Ù  atteint  cette  limite  inférieure  (2,,  qui  en  est  alors  un  mini- 
mum. L'hypothèse  W  =  \l\  annulera  donc  ?AÏ  ([uel  que  soit  oU*;  en 
d'autres  termes,  la  fonction  M",  vérifiera  les  égalités  (2  )),  (i;),  (38; 


(')  Florin.    Proceedins^s  0/  ihe  mathrmatical  Society  nf  London    \ol    X 

1879.  p.  !',(;.  •      .    , 
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et  la  valeur  coiTespondante    de   K  sera,   selon    les    formules    (Sg) 
et  (44), 

,45)  K,.a,  =  -f^(^)Vs.. 

Imaginons  maintenant  que  la  fonction  ■*!'  soit  assujettie  non  seule- 
ment aux  conditions  (i5),  (2G),  (44))  '"'"^is  encore  à  la  condition 

La  fonction'*!*  ne  peut  plus  devenir  égale  ou  proportionnelle  àT,, 
car  Fégalité  (4t>)  donnerait  alors,  en  tout  point, 

dn\  ()n\  dn-, 

--r-^=o,        —-1  =  0,        -—1=0, 

égalités  incompatibles  avec  la  condition  (44)- 

Considérons  les  valeurs,  toutes  positives,  de  Q,  qui  correspondent  à 
ces  déterminations  de  U*.  Ces  valeurs  admettent  une  limite  inférieure 
positive  iîo.  Comme  ces  valeurs  sont  comprises  parmi  celles  que  nous 
avons  considérées  en  premier  lieu,  Q.,  ne  peut  être  inférieur  à  Q,  : 

(47)  a>Q,. 

Supposons  que,  pour  une  détermination  ^I*.  de  ^I",  Q.  atteigne  cette 
valeur  ^2,  qui  sera  alors  un  minimum  relatif  aux  conditions  (26),  (2G), 
(4i)  et  (46).  Il  devra  exister  trois  constantes  K^,  g,  \.,  et  une  gran- 
deur/j  variable  d'une  manière  continue  sur  S,  telles  que  l'égalité 

(48)        oii-K,c0-,^o3r.-A,/^2£'^S„-//,o^rf2  =  o 

soit  vérifiée  quel  que  soit  oW  lorsqu'on  y  fait  W  =  Wj- 
Or  on  a 
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OU,  PII  observiiiil  iiii''  AM",  esl  nul,  ainsi  (lue  -^-^  sur  la  surface  1, 
'  '  ^        ()n 

J   <i" 
L'pgalilé  (4^)  clcvionl  tlonc.  pu  y  rpinplaiant  W  par  MV.. 

/,     \         \  J  \0n    Ou  -      -         1  J      On  \i 

'  2  J     On  "       _l     2      on 

Cpttc  égalité  doil  être  vériliée  (|UpI1p  (jup  suit  la  fonpiion  oM*.  l'nnr 
cela,  il  faut  cl  il  suflll  que  ron  ait  : 
i"  Vax  tout  point  de  la  surface  S, 

/,=  o; 


3"  lui  loul  point  rlu  \ukuue  considén-, 

AM'.  =  (.: 
4"   Vax  tout  point  de  la  surface  S„. 

-j r-     —   K  ,  »J    ..  —       ■  =  O  . 

On    On  '■       -  >. 

La  fonction  M',,  associée  à  la  constante  K,,  fournit  donc  une  nou- 
velle solution  de  notre  jn'ohlènic  de  variations;  cette  solution  p««1 
essentiellement  distincte  de  la  prcniière,  car  U\  ne  peut  être  simple- 
ment proportionnel  à  M',;  quant  à  la  constante  Kj.  selon  les  éga- 
lités ('i())  et  (  Vl)»  elle  a  pour  val'Ui 

Les  égalités  ^  j))  et  (4'>  /"v),  jointes  à  la  condilinn  (^  i"  t,  ilonnent 
(.')o)  K,     K,. 

Jnurn.  de  Math,  (h'  série),  Imiie  IX.         Kasc.  III,  lijo.l.  4^ 
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Nous  trouverions  une  nouvelle  solution  de  notre  prol)léme  en  cher- 
chant, parmi  les  fonctions  ^'  assujetties  non  seulement  aux  condi- 
tions (23),  (ii(3),  (44))  (46),  mais  encore  à  la  condition 

^  '  ^  -      J  \  Jj:   (Ji-         Or   Or  o'z    Oz  j 

quelle  est  la  détermination  't^,  qui  rend  ii  minimum,  et  ainsi  de  suite. 

M.  H.  Poincaré  (')  a  montré  l'idenlité  du  problème  des  petits 
mouvements  pendulaires  des  fluides  incompressibles  avec  un  problème 
de  variations  un  peu  différent  du  précédent. 

On  considère  une  fonction  W  assujettie  à  vérilier  : 

1"  En  tout  point  de  la  surface  1,  la  condition 

2°  En  tout  point  du  volume  occupé  par  le  lluide  en  rcpiilibre,  la 
condition 

(37)  AM- --.:.,; 

cl   Ton   cherche  à  déterminer  celte   fonilion  ^I'  de  manière   quelle 
annule,  quel  que  soit  0^*,  la  variation  du  rapport 


mi 


Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  selon  l'éga- 
lité (29),  une  grandeur /"variable  d'une  manière  continue  sur  la  sur- 
face S,  et  une  fonction  (p(ic,y,  s)  continue  dans  l'espace  occupé  par  le 
lluide  en  équilibre,  telles  que  l'égalité 

(5.)  ^^^V^  -J\AoT./.-j/^^./l^o 

soit  vérifiée  quelle  (jue  soit  la  fonction  oU*. 

(')  n.  Poincaré,  Sur  l'équilibre  et  les  mouvements  des  mers,  §  6  {Journal 
de  Mallicnialiijaes  /ntres  et  appliquées,  5"  série,  l.  11,  1896,  p.  87). 
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Or  on  a 

J         <'"  J         <J"  J 

Si  donc  on  pose 

(52)  K  =  ^, 

l'égalité  (ji)  dcviinl 

Pour  qtio  celte  égalité  (53)  soit  vérifiée  quelle  que  soil  la  fonc- 
tion oM",  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  W,  déjà  assujettie  aux  con- 
ditions (-25)  et  (3^),  vérifie  en  tout  point  di^  la  surface  S„  l'égalité 


(54) 

lin    On 

et  (|U(' 

l"()M   |l 

reniii' 

f^-^xy 

t'U  tout  |n)inl  di'  la  surface  X  de  la  paroi  ol 


,^;'M,- 


l'ii  Idiit  piiliil  du  \(p|iiiiii'  occupé  par  le  fluide  en  équililtre. 

La  fonction  ^1'  ainsi  dilerniinée,  jointe  à  la  constante  K  donnée  par 
l'égalité  (59,),  fournit  luie  solulion  du  problème  des  petits  niouve- 
uients  pendulaires  des  fluides  et  toute  solution  de  ce  prohlènie  peut 
être  obtenue  di-  la  sorte. 

Cette  inétliode  nouvelle  prèle  évidemment  aux  mêmes  dévi-loppo- 
ments  qui'  la  prén-dculc. 


:vj4 


§  3.  —  Relation  entre  le  problème  des  petits  mouvements  pendu- 
laires d'un  corps  fluide  et  un  problème  de  variations.  —  Cas  des 
fluides  compressibles. 

Soit  ^'  une  fonction  assujettie  aux  conditions  suivantes  : 

i"  En  tout  point  de  la  paroi  ininioliileS,  elle  vérifie  la  condition 

(53)  ^-=o; 

^       ''  On 

2"  Elle  vérifie  l'égalité 

dont  la  forme  nous  est  imposée  par  la  condition  que  la  masse 
demeure  invariable  en  un  petit  mouvement  où  l'élongation  a  pour 
composantes 

(H-   ■  t 

O.v  I 

dy  1 

àW   .  t 

f  = T-  Sin  2-=;; 

dz  1 

3"  La  valeur  de  la  quantité 

(5,)  e=/4(£)%(0)V(^^T]^» 

est  invariable. 

Remplaçons  la  fonction  ^I'  par  une  fonclion  iuliniment  peu  dilïé- 
rente  W  -+■  ^W ,  assujettie  aux  mêmes  conditions,  et  cherchons  à  déter- 
miner la  fonction  "f  de  telle  sorte  que  celte  variation  annule  la  varia- 
tion première  de  la  grandeur 
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l'(jin-  cela,  il  ladl  d  il  suffit  (juii  cxislc  : 

i"  Deux  coiistiiiili.'S  K.  cl  a; 

2"   Une  niaiuleur  f,  variahle  iriiiiç  iiiaiii<'T<'  corilimie  sur  la   sur- 
face i;,  telles  (jui'  l'on  ait,  (lacl  que  soit  oM',  léi^alité 

(59)  ci)-  K -:(■)->. ':ii  _ //o£\/v  =  o. 

Posons 

L'égalité  (5H)  nous  donnera 

^      '  J    un   On      On  J    ?o 

De  même,  l'égalité  (5G)  nous  donnera 

(62  )  SU  =^.0,,  ':£■  ./s„  -  fi\d^.. 

Kntin,  l'égalité  (  >7)  nous  peinieltia  d'écrire 

^n  r     /O^v^ûn-        (JMnJw        J'In()«|-.    , 

ou  bien,  en  \citii  des  égalités  (55)  cl  ((Jo), 

(63)  00  =  -  2 /":.,  M- c ^' ,/S„  -  2  f\-o\>iu!. 

En  vei  tu  des  égalités  (<Ji),  ((^2),  (03),  l'égalité  (5f))  devient 

<'GM  )       '    ^  '  '         ' 

( -/{î^' ... /■(:■;  X -.  KM- ..  -Va, /.  =  „. 

Pour  que   cette   égalité  ail    lieu  quel  i|ue  soit  ÎM",  parlant,  selon 
l'égalité  {C)o),  quel  que  suit  c\,  il  faut  cl  il  sufiil  que  l'on  ail  : 


320  p.     DUIIEM. 

1°  En  tout  point  de  la  surface  S, 

(65)  /=o; 
2°  En  tout  point  de  la  surface  S^, 

(66)  Ç«'^  +  p„(KT-A)-n; 

3"  En  tout  point  du  volume  occupé  parle  fluide  en  équilibre, 

(67)  ^\-^K^E-A  =  o. 

Si  Ton  suppose  \'  choisi  de  manière  à  vérifier  les  égalités  (66) 
et  (67),  la  grandeur  i},  donnée  par  l'égalité  (58),  peut  s'écrire 

a  =  -  Kj>„  (t  -  y  ;;j  ^s„  -  k/(t  -  è)  X  ^. 

ou,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  (60), 

Si  Ton  remarque  que  l'égalité  (55)  est  vérifiée  en  tout  point  de  la 
surface  S  et  si  l'on  se  reporte  à  l'égalité  (Sy),  on  peut  transformer 
l'égalité  précédente  en 

(68)  Q  =  lv0. 

La  méthode  de  Lagrango  et  de  Lejeune-Dirichlet  conduit  aux  con- 
ditions suivantes  qui  suffisent  à  assurer  la  stabilité  nouvelle  de  la  masse 
fluide  : 

1°  S'il  s'assit  (Viin  fluide  soumis  scuJctneni  à  une  pression  nor- 
male et  uniforme,  cas  auquel  -p  a  la  valeur  o  en  tout  point  de  la 
surface  So,  Jo  «?  dans  tout  le  Jluidc,  une  même  imleur  positive. 

■1°  En  tout  autre  cas,  -r-^  n'est  négatif  en  aucun  point  de  la  su/- 
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/c/tr  S„  ;  les  points  où  cctlt'  quaittitr  l'st  niilli'  itr  foiniciil  jias  une 
aire  d'élcnduo  Jinir. 

Jp  ii'csl  négatif  cil  aucun  point  du  volume  occupe  par  le  Jluide 
en  équilibre;  les  points  où  cette  quantité  est  nulle  ne  forment  pas 
un  volume  d'étendue  finie. 

Resiroigiiaiit  un  [jcu  ces  conditions,  nous  supposerons  que  Jj,  est 
toujours  positif. 

Nous  j)Ourrons  alors  écrire,  selon  les  égalités  (  J)  et  (3  ter), 

(69)  ^r^  =  i' 

A  clant  une  constante  réelle  et  finie. 

Les  conditions  que  nous  venons  d'énumércr,  comparées  à  l'éga- 
iité  (  j8),  nous  assurent  que  il  est  essentiellement  positif;  selon  l'éga- 
lité (37),  il  en  est  de  même  de  0;  dès  lors  légalité  (58)  conduit  à  la 
proposition  siiivanli-  : 

Moyennant  les  conditions  fournies  par  la  méthode  de  Lagranf^e 
et  de  Lejeune-Diriclilet,  conditions  qui  su//ise/if  à  assurer  la  stabi- 
lité nom-elle.  la  constante  K.  est  essentiellement  positiiC. 

On  peut  alors  poser 


(:o)  iv 


-4~"  -i    -4~"» 


a  et  T  étant  doux  constantes  réelles. 

Moyennant  les  égalités  (Co),  (69),  (70),  nos  égalités  ((JG)  et  (67) 
dcvieniH-iil 

^  '    '  p„   an   On  l'  ^  ' 

La  loïKliun  4',  qui  résout  nulic  luoblénie  de  variations,  vérifie  donc 
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les  équations  (55),  (71),  (72),  qui  sont  identiques  aux  équations  (1  g), 
(3o)  et  (18);  d'où  la  proposition  suivante  : 

En  un  /liiidn  où  -sont  vérifiées  les  conditions  sujpsanlrs  pour  la 
stabilité  noui-'clle,  toute  solution  de  notre  problème  de  variatio/ts 
détermine  une  fonction  W  et  une  constante  positii-e  K,  auxquelles 
correspond,  un  petit  nwuve/nent  pendulaire  défini  par  les  formules 

a  = r-  sin  v  K  /,  b  -^ —  sin  \  iv  /,  c  =  —  -—  sin  v'  K  t. 

(J.c  ày  à:  " 

Réciproquement ,  tout  petit  mouvement  pendulaire  du  fluide 
fournit  une  solution  de  notre  problème  de  variations. 

En  raisonnant  comme  au  Paragraphe  précédent,  ou  peut  encore 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

En  un  fluide  oii  sont  vérifiées  les  conditions  qui  assurent  la  sta- 
bilité nouvelle,  les  équations  des  petits  mouvements  n'admettent 
aucune  intégrale  de  la  forme 

(73)         «=-^^  '       ''=-0^'^       '=-0-='^ 

oii  R  serait  une  constante  réelle. 

La  méthode  de  Ivouth  pour  former  une  infinité  de  valeurs  de  T, 
rangées  dans  l'ordre  des  valeurs  décroissantes,  s'étend  sans  peine  au 
cas  actuel;  nous  ne  la  développerons  pas,  pour  ne  pas  allonger  oulre 
mesure  le  présent  écrit. 

En  terminant,  nous  ferons  remarquer  que  la  méthode  que  nous 
venons  d'appliquer  aux  fluides  comprcssihles  a  de  grandes  analogies 
avec  les  deux  méthodes  par  lesquelles  les  fluides  incompressibles  ont 
été  traités  au  Paragraphe  précédent;  mais  elle  n'est  la  simple  géné- 
ralisation ni  de  l'une  ni  de  l'autre  de  ces  dernières  méthodes. 
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Coiitrlbulioit   a   l'analyse  aiit/iinéliquc   du   (oittinii; 
Par  m.  Émue  BOUEL. 


Introduction. 


1.  Toutes  les  Math(''mati(|ues  peuvent  se  déduire  de  la  seule  notion 
de  nombre  entier;  c'est  là  un  fait  aujourd'hui  universellement  admis. 
Voici  ce  que  l'on  entend  {généralement  par  là  :  les  notions  fondamentales 
où  intervient  l'idée  de  limite  (nondjres  incommensurables,  dérivées, 
intégrales  délînies,  intégrales  d'équations  dillérentiellcs,  etc.)  sont 
définies  successivement  à  partir  du  nombre  entier;  ces  notions  une 
fois  acquises,  on  peut  les  utiliser  sans  (ju'il  soit  nécessaire  de  faire 
intervenir  dans  toute  circonstance  leur  définition  au  moven  des 
nombres  entiers.  Telle  est,  dans  ses  grandes  lignes,  la  méthode  de 
Wcierstrass. 

On  peut  se  placer  à  un  poini  de  vue  plus  slriclemenl  arithmétique, 
comme  l'a  fait  Kroneckcr  en  Algèbre,  et  comme  M.  Jules  Drach  a 
récemment  tenté  de  le  faire  en  Analyse  (').  Ce  nouveau  point  de  vue 


(')  M.  Jules  Dracli  a  exposé  ses  idées  dans  la  seconde  partie  de  VlnlrodiicUon 
à  la  Tliroric  des  nombres  et  d,-  l'  U^èbie  sup'-ricure  (d'après  des  Conférences 
de  M.  Jules  Taniiery,  par  ICmilk  Iîorel  cI.Iii.es  DBir.ii;  Paris,  \onv;  iSij.î  )  el  dans 
sa  Tliése  :  Essai  sur  la  lltéoric  ijénèrale  de  riitlci,'raUoH  et  sur  la  classifica- 
tion des  transcendantes  {Paris,  Gaulliier-Villars  ;  iS«j,S,  el  Annales  di  l'École 
Normale  supérieure,  1 898  ). 

Ces  idées  me  paraissent  inériler  doln'  plus  connues  (en  Algèbre  elles  ne  sont 
Journ.  (le  Math.  (  j»  sOric),  loiiic  l\.     -   Tajc.  IV.  19113.  43 
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])('ut  rire  caraclrrisr  jiar  le  fall  i|iie  Ton  ne  fail  jamais  inlervcnir  dans 
chaque  (iiieslion  qii'i//<  nombre  liinilé  de  itoinbi-cs  cntiei's  au  moyen 
desquels  tous  les  éléments  de  la  question  sonl  explicitement  définis. 
On  arrive  ainsi  à  définir  les  nombres  algébriques  et  certains  nombres 
transcendants  uniquement  au  moyen  des  relations  par  les(}uelles  ils 
sont  reliés  aux  entiers,  les  signes  opératoires  étant  définis  uni(juoment 
par  leurs  propriétés  fondamentales  (').  Dans  cette  construction,  l'idée 
de  grandeur  n'intervient  en  jien.  On  ignore  d'ailleurs  complètement 
ce  que  peut  être  un  nombre  incommensurable  non  défini  logiquement 
et,  d'après  la  marche  même  suivie,  on  n'en  peut  définir  qu'une  infinité 
dénombrable.  Certains  espi'its  verront  là  une  lacune;  d'autres  pense- 
ront, au  contraire,  (jue,  pratiquement,  tout  nombre,  pour  être  connu 
efTectlvemeul,  doit  pouvoir  êlre  caractérisé  par  un  nombre  fini  de 
mots  cl,  par  suite,  doit  trouver  sa  place  dans  le  système  de  M.  Drach 
(convenablement  complété). 

Si  Ton  considère  ainsi  un  nombre  (rationnel,  algébrique  ou  Irans- 
ccndanl)  caractérisé  par  un  certain  nombre  d'entiers  et  par  certaines 
opérations,  il  est  clair  qu'on  est  conduit  à  regarder  ce  nombre  comme 
d'autant  plus  compliqué  que  ces  entiers  sont  plus  nombreux  et  plus 
élevés  et  ces  opéi'ations  plus  nombreuses.  La  complication  de  chaque 
nombre  peut  être  ainsi  caractérisée  numériquement;  la  marche  que 
l'on  peut  employer  dans  ce  but  présente  un  certain  arbitraire  qui  sera 
précisé  plus  loin  dans  la  mesure  nécessaire;  je  tenais  simplement  à 
signaler  ici  cette  notion  de  la  plus  ou  moins  grande  complication  d'un 
nombre  (à  |iaitir  des  entiers,  c'est-à-dire  à  partir  de  l'unité);  le  nombre 
ou  symbole  qui  mesurera  celle  conqjlication  sera  dit  la  liautcur  du 
nombre  dans  le  système  considéré. 

2.   Un  point  de  vue  presque  opposé  au  précédent  consiste  à  ne  se 


pas  sans  analogie  avec  celles  de  Kioiiecker,  toiil  en  s'en  tlislinguant  essentielle- 
ment en  bien  des  points);  il  v  aura  lieu,  bien  entendu,  de  ne  pas  se  borner, 
comme  l'a  fait  jusqu'ici  M.  Dracli,  à  étudier  les  équations  difl'érentielles  et  aux 
dérivées  partielles,  mais  d'attaquer  par  la  même  inétiiode  les  autres  procédés 
transcendants  par  lesquels  on  peut  définir  des  nombres  et  des  fonctions.  Cette 
remai(]ue  appartient  d'ailleurs  à  iM.  Dracli. 
('  )   DliACii,  toc.  cit. 
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préoccuper  que  des  valeurs  numcnqurs,  de  la  grandrur  des  nombres, 
sans  s'ini|iii(''tcr  de  leur  définilion  lojfiqne;  on  recherche  alors  les 
nombres  rationnels  approchés  et  c'est  par  celle  voie  (jue  les  entiers 
apparaissent.  La  théorie  des  fractions  continues  numériques  joue  ici 
un  rôle  capital.  Elle  fournit  les  nombres  rationnels  les  plus  approchés 
diiu  uoudue  qit''lconqur.  Dans  un  f,Mand  nombre  d'autres  questions 
interviennent  ainsi  des  relations  de  grandrur  entre  certains  systèmes 
d'entiers  et  un  ou  plusieurs  nombres  incommensurables  quelconques. 
Parmi  les  plus  célèbres  citons  la  proposition  de  Jacobi  sur  l'impossi- 
bilité d'une  fonction  uniforme  à  trois  périodes  et  les  beaux  travaux  de 
Lejeune-Diiicblct. 

^  inn-nt  ensuite  les  mémorables  recherches  aritlimi''ti(|iies  de  Charles 
Ilermilc,  qui  furent  suivies  par  celles  de  Kronecker  cl  de  M.  Min- 
kowski  sur  les  systèmes  de  formes  linéaires  à  coeffieienls  (pielionqiies 
et  à  indéterminées  entières.  M.  Minkowski  a  rassemblé,  dans  sa  (iro- 
mclrif  (li'r  Zalili'ti,  malheureusement  encore  inachevée,  les  princi- 
paux résultats  ac(piis  dans  cet  ordre  d'idées,  et  en  grande  partie  dus  à 
ses  propres  recherches. 

M.  Minkowski  a  montré  ipn-  !  Ou  jiouvait  arriver  à  des  n-sullats 
nombreux  et  importants  par  une  méthode  uniforme,  basée  sur  un  petit 
nombre  de  |)rineipes  simples  et  intuitifs. 

Kap[irl<)us  en  Npioi  elle  consisli',  eu  iums  bnrnaut  au  las  le  plus 
siuqjle,  pour  lecpiel  elle  parait  due  à  Lejeune-Diri<hl<'l.  Si  l'on  a 
ri  ■+-  I  points  sur  une  droite,  dans  un  iulervalh'  dont  la  longueur  est 
égale  à  /<,  il  y  a  au  moins  deux  de  ces  points  dont  la  distance  est  infé- 
rieure à  I  (sauf  dans  le  cas  particulier  où  les  //  -t-  i  points  ont  les  coor- 
données o,  1 ,  2,  3,  ...,//  —  I ,  //.  lorsipic  l'on  prend  pour  origine  l'une 
des  exirémiti's  de  liulervalle  ).  (Jette  proposition  se  démontre  en  divi- 
sant linlervalle  donné  en  n  parties  égales;  comme  il  y  a  n  -H  i  points, 
il  y  a  au  moins  un  intervalle  paitiel  qui  en  renferme  deux  et  la  dis- 
tance de  ces  d<u\  points  est  infériiMire  à  i  (  une  discu<sion  facile  rela- 
tive aux  points  coïncidant  avec  les  extrémités  c<mduit  au  seul  cas  excep- 
tionnel siguali'). 

3.  Les  uond>res  incommensurables  sont  ainsi  déliuis  de  ilenx  ma- 
nières essentielli-menl  dilIV-reiiles,  à  partir  des  nombres  entiers;  il  est 
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du  plus  i;ran(l  iulrivl  d'/'ludicr  le?  rolations  entre  ces  deux  définitions. 
Le  premier  résultat,  à  ce  point  de  vue,  est  dû  à  Lagrange  qui  a  dé- 
montré, en  1770,  la  périodicité  du  développement  en  fraction  con- 
tinue des  irrationnelles  quadratiques.  Les  résultats  obtenus  par 
M.  Minkowski  relativement  à  la  périodicité  de  certains  ali,^orillinics 
numériques  pour  les  nombres  algébriques  de  degré  déterminé  ('), 
doivent  être  regardés  comme  la  généralisation,  à  un  certain  point  de 
vue,  du  résidlat  de  Lagrangc. 

Les  résultats  de  Liouville  sur  l'approximation  des  nondjres  algé- 
briques par  des  nombres  rationnels  le  généralisent  dans  une  autre 
direction,  bien  qu'ils  ne  fassent  pas  connaître  une  propriété  caraclé- 
7-istique  des  nombres  algébriques. 

On  peut  aussi  obtenir  des  résultats  très  simples,  soit  au  sujet  de 
l'approximation  des  nombres  algébriques  les  uns  par  les  autres,  soit 
au  sujet  de  l'approximation  par  des  nombres  rationnels  ou  algébriques 
de  certains  nombres  transcendants  se  rattachant  à  la  fonction  exponen- 
tielle; ces  dernières  recherches  se  rattachent  à  celles  qui  ont  été  inspi- 
rées par  le  célèbre  Mémoire  de  Charles  Hermite  sur  la  transcendance 
du  nombre  e.  J'ai  déjà  indiqué  certains  résultats  à  ce  sujet  (^);  je 
compte  y  revenir  en  utilisant  les  méthodes  de  ce  Mémoire  (''). 

Ces  diverses  recherches  ont  une  même  conclusion  générale  :  la  rapi- 
dité de  l'approximation  des  nombres  incommensurables  par  des 
nombres  rationnels  est  en  relation  simple  avec  la  hauleiir  de  ces 
nombres,  telle  que  nous  l'avons  définie  tout  à  riieure. 

C'est  là  un  principe  dont  l'importance  à  la  fois  théorique  et  pratique 
me  parait  devoir  être  considérable. 

4.  Ce  Mémoire  est  consacré  exclusivement  aux  nombres  rationnels 
cl  à  leur  emploi  pour  l'approximation  des  incommensurables  qttol- 


(')  Ein  Krilerium  fur  die  algebraisclien  Zalileii.  {Gôttinger  Nachrichten, 
II  février  1899).  Ueber  periodische  Approximation  algebraischer  Zahlen 
(Acla  matheniatica,  t.  XXVI). 

(-)  Comptes  rendus,  6  mars  1899. 

(^)  Comparez  ma  Note  dans  le  lUillctin  de  In  Société  mat/icmati'jiie  de 
France,  1908. 
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i-oiifji/t's.  Piiiiiii  II-  ti''-iilliil>  iioiivcaux  i[iii  v  sont  leiifcniK'-s,  if  citor.'ii 
iioliiiiiiM'Mil  II'  >ii i\ ,iiil  : 

//  est  poNHihlc.  (Il'  ilclcrni'tniT  a  |irif)ri  une  injiuilc  d'iiilmalli-s 
(  A„,  B„  )  tris  fjiic  A„  cl  B„  auiiiiirutciil  iitrlffiiniiiml  cure  ii  et  (r/.s  f/ur, 
a  éldtil  un  nombre  ineonxinensurablc  rjiK'lionfjuc  compris  rnln-  (» 
cl  I ,  il  existe  des  nombres  p„,  q„,  rérijiant  les  inéirnlités 

l'/«  I       7-v'o 

A„<y„<n„. 

Ce  tliroirmc  osl  cl "aillniis  siis(i'|illlili'  de  nniulirciisos  giinérali- 
salioiis. 

.'».  ritisii-ms  lies  ri'siillats  tic  ci'  Mriiiniii-  uni  rt"'-  (ilili-mis  coiiiiih' 
conséquciici.'  «riin  jn  iii(i|ir  iivs  simple,  doiil  je  voudrais  dire  quelcjucs 
mois,  en  me  jjoiiiaiit  au  ra-  d  un  domaine  à  une  seule  dimension. 

Keprcnons  la  question  (pii  a  éli-  traitée  tout  à  l'Iieure  parla  nnHhode 
de  Lojeune-Diiicldet  :  o/i  sdit  que  n  -+-  i  points  sont  sur  l'axe  i)x  et 
que  leurs  abscisses  sont  toutes  co/nprises  ent/i'oci  n;  il  faut  prouver 
que,  parmi  ces  points,  il  en  est  deux  au  moins  dont  la  tlistance  est 

inférieure  à  un  (en  excluant  le  cas  où  les  abscisses  seraieul  o,  i ,  i, 

n  —  i,  'i)- 

Voici  comment  nous  pourrons  raisonner  :  soit  .r,  l'abscisse  de  lim 
des  points;  considérons  les  n  H-  i  intervalles 


(A,)  (,..^l,.r.+  l] 


(    '    :    :    O,    1  , 


\Sctenilue  totale  <le   ces   // -i- i    inleivalles   est   // -r- i  ;    comme    ils 
s'étendent  au  plus  dans  rinlorvalle 

(A)  {       .\,„-r--\ 

détendue  //    »-  i,  deux  livpolliési>  >eulemenl  sont  pos>d>le<  :  ou  bien 
les  inler\allcs  A,  sont  exaclenient  juxtaposés  de  manière  à  constituer 
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rintervallc  A  (c'est  le  cas  où  Ton  ax-,  =  /);  on  l)i('ii  il  '^xiste  dos  points 
de  A  qui  n'appaitienncnl  à  aucun  des  A,-  et  il  rxislc  par  suite  des 
points  de  A  qui  appartiennent  à  deux  des  A,-  (sinon  l'étendue  totale 
des  A,-  serait  inférieure  à  celle  de  A);  si  un  point  de  A  appartient  au\ 
intervalles  A„  et  A„,  c'est-à-dire  aux  intervalles 


il  en  résulte 

\Xp—X^\<,l.  C.    Q.    F.    D. 

Cette  démonstration  est  assurément  très  analog^ue  à  celle  de  tout 
à  l'heure;  elle  s'en  distingue  cependant  en  un  point  important  :  au  lieu 
de  diviser  l'intervalle  o,  Ji  en  intervalles  fixes,  indépendants  des 
nombres  j:^,,,  x, ,  . . .,  .r„  sur  lesquels  on  raisonne,  on  considère  des  in- 
tervalles formés  à  partir  de  ces  nombres  eux-mêmes. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  d'intervalles,  les  deux  méthodes 
sont,  au  fond,  équivalentes.  Il  en  est  tout  autrement  lorsqu'il  y  en  a  un 
nombre  illimité. 

Considérons,  par  exemple,  le  segment  o^r^i  et  les  points  d'ab- 
scisse rationnelle  qu'il  renferme;  si  Ton  divise,  a  priori,  le  segment  en 
un  nombre  quelconque  de  segments  partiels,  chacun  de  ces  segments 
partiels  renfermera  des  points  d'abscisse  rationnelle;  de  sorte  que  la 
somme  des  segments  qui  renferment  des  points  d'abscisse  rationnelle 
est  égale  à  un,  quelque  nombreux  que  soient  ces  segments. 

On  peut,  au  contraire,  en  construisant  des  segments  à  partir  des 
points  d'abscisse  rationnelle,  obtenir  un  ensemble  dénombrable  de 
segments,  dont  la  longueur  totale  soit  inférieure  à  tout  nombre  donné 
d'avance  et  tel  que  tout  point  à  abscisse  rationnelle  soit  intérieur  à  un 
segment  de  l'ensemble. 

Il  v  a  donc  ici  une  différence  essentielle  entre  les  deux  méthodes; 
j'ai  indiqué,  pour  la  première  fois,  cette  différence  à  propos  de  la  défi- 
nition de  la  mesure  des  ensembles  linéaires  de  points  (  '  ).  M.  Lebesgue 
a  ensuite  appliqué  des  principes  analogues  à  la  généralisation  de  la 

(')   Leçonx  sur  la  thcnric  des  fonctions.  Paris,  GaulllieI■-^'illaI■s,  1898. 
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nolion  d'inléj^ialo  d/fiiiie  cl  est  airivc  à  dos  rÔMillals   fort  roiiiar- 
quablcs  (' ). 

On  peut  caraclériscr  celle  dilléreiice  de  inélliode  en  disanl  (|ue  l'on 
conslruil  le  continu  au  moyen  de  petils  inleivalles  entourant  des  points 
isolés,  au  lieu  d'arriver  à  ces  [)oints  par  la  subdivision  indélinie  de 
rétendue  donnée  d'avance;  la  conslruclion  est  faile,  si  l'on  peul  ainsi 
dire,  du  dedans  et  non  plus  du  dehors.  Je  pense  que  la  lecture  de  ce 
Mémoire  convaincra  des  avantages  que  présente  le  plus  souvent  cette 
nouvelle  manière  de  procéder. 


La  notion  de  hauteur. 

(>.  Sauf  indication  expresse  du  conlraiie,  nous  nous  bornerons  à 
considérer  les  nombres  réels  compris  entre  o  et  i  ;  rintervalle  o5jr<i 
sera  dit  V  inleixalle  fondamental  ;  le  domaine  fondamental  à  n  di- 
mensions sera  l'ensemble  des  valeurs  des  n  variables  .r,,  a-j,  . .,  x„  qui 
satisfont  aux  inégalités 

Les  nombres  rationnels  peuvent  être,  comme  Ton  sait,  rangés  sous 

la  forme  d'uin"  suiti'  siiiiplciiiciit  iuliiiie;  nous  adopterons  l'ordre  sui- 
vant : 

0101        loi        23oia34" 
T'    7-    ~:    ''     ■'■    ";'     V    V    3'    4'    4'    V    4'    4'    5' 

Les  dénominateurs  pieiiihiit   successivement   les   valeurs  entières 

successives  i,  2,  3,  '| i-l,  pour  cbaijue  valeur  du  dénominateur, 

le  niimif.ilrur  priiid  des  xalnirs  entières  croissantes,  de  maiiièn'  (pu- 


(')  ]'oir  la  'riiL-!>c  du  M.  Lebesgiiu;  l'Iiisloriquedc  la  notion  d'intégrale  déHnic 
a  t'ié  uNposée  par  M.  Lebcsgue,  aver  ses  idées  persuniielles,  dans  un  Cours  fait  au 
Collège  de  France  en  kjoî-kjoS.  Ce  Cour»  paraîtra  procliainenient  diins  la  Col- 
Icction  de  nio/ioi;rii/>/i l'es  sur  la  tfirorif  des  fonctions  {  publiée  par  M.  Gaiithicr- 
N'illurs  sous  la  direction  de  M.  i^inile  RorcI). 
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la  fraction  varie  de  o  à  i ,  ces  valeurs  extrêmes  comprises.  Le  rang 
occupé  par  un  nombre  rationnel  -  clans  la  suite  précédente  est  évidem- 
ment 

;•  =  2  +  3  -h  4  + .  .  .  +  «7  4- (/J  +  I  ), 
c'est-à-dire 

Comme  p  est  au  plus  égal  à  q,  ce  rang  est  sûrement  inférieur  à  q- 
dès  que^  dépasse  2.  Lorsque  r  augmente  indéliniment,  le  rapport  —  a 

pour  limite  -• 

Nous  appellerons,  d'une  manière  générale,  hauteur  du  nombre - 

une  fonction  positive  non  décroissante  quelconque,  mais  bien  déter- 
minée, de  r,  assujettie  à  la  seule  condition  d'augmenter  indéfini- 
ment avec  r. 

Dans  ce  qui  suit  nous  prendrons  simplement,  sauf  indication  con- 
traire 

h  =  ^, 

c'est-à-dire  que  la  luiuleur  d'un  nonihre  rationnel  est  égale  à  son 
dénominateur. 

Il  importe  de  remarquer  qu'il  n  y  a  (pi'un  nombre  fini  de  nombres 
dont  la  hauteur  est  inférieure  à  un  nombre  fixe. 

Il  est  clair  que  Ton  aurait  pu  adopter  un  autre  rangement,  par 
exemple  le  suivant  : 

01001012019.  0123 

7'     7'     t'     V     2'     V     3'     2'     5'     V     3'     6'     5'     4'     3' 

On  aurait  alors  pour  chaque  nombre  un  autre  rang  /•'  et  l'on  défini- 
rait d'autres  hauteurs  h']  nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  la 
comparaison  des  diverses  définitions  qu'il  pourrait  sembler  naturel 
d'adopter;  indiquons  cependant  que,  si  celle  que  nous  avons  choisie 
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nous  a  jiani  la  plus  simple  pour  noire  ijiil  acliicl,  daiilrcs  |(Ouii'ait'iU 
('■li'i'  picfiTahlcs  dans  d'aulii's  ri'cln'i'clii's  (  '  i. 

7.  ( ',(iiisi(l(Moiis  iiiaiiik'iiaiil  un  syslt-ini"  liiii  di-  noini)ivs  ralioniK.ds 
(loHJi)iirs  compris  enlre  o  (.-l  r^.  On  pourra  raii,i,aT  lous  les  syslôincs 
possibles  dans  un  ordre  dclrrriiiiu''  l'I  di'linir  aiu-i  |ioiir  rliarun  d'oiiv 
le  lang  cl  la  liaulcur. 

Si  l'on  suppose  dahord  ipie  le  nond)ie  des  nombres  du  syslèntc  esl 
donné  d'avance,  et  (|ii<)n  If  désii,'nc  |jar  //,  on  pourra,  par  oxcmpli-, 
procéder  ainsi  :  soil 


(A) 


'/.'      7s'  '      7" 


un  (|uil(nii(|Ui'  di's  sN>l('uics;  on  supposera  ipie  le  plus  jjjrand  des 
nonduesy,,  q.,,  ...,  </„  esl  é},sd  à  // ;  lous  les  syslëmcs  (A)  salisfai- 
sanl  à  celle  condition  conslilueroul  le  y'""*'  f^roupe  cl  seront  rangés 
dans  ce  {groupe  suivant  une  loi  arbitraire;  il  sufiira  d'écrire  alors  le 

priMuier  i^roupe,  puis  le  second.  |iui<  li-  troisième,  etc.,  pour  avoir  la 

suite  ehercllée. 

Nous  prendrons  ^a'néraltnienl  comme  liaulciir  du  système  (A)  le 
plus  faraud  des  nondtres  y,,  y,,  ...,  y„  ;  on  pourrait  prendre  aussi  la, 
somme  de  ces  uninlm^,  ou  bien  leur  produit,  etc. 

Un  cas  parliculiei   intéressant  esl  celui  où  tous  les  nombres  dun 
svstème  sont  supposés  avoir  le  même  dénominateur;  il  en  résulte  une 


(')  Dans  le  cas  oii  l'on  déduirait  la  liauleur  li  il'iiii   nombre  —  comme  égale 

ii  p  -\-  II,  il  y  aurait  une  relation  parliculièremenl  simple  entre  celle  hauteur. et 

le  nombre  des  opérations  élémentaires  nécessaires  pour  définir  le  nombre  à  partir 

,     ,,      .   .  1        -^  I  H^  I   t-  I 

de  1  imite;  par  exemple  :  -  ~i • 

'  '  .>         I  -i-  I  +  I  -h  i  -1- 1 

Cette  reiiiar«iue  peut  conduire  à  des  aperçus  fort  généraux  >iir  les  ré>ultalM|uc 
nousubtiendroiis,  les  faisant  ap|>arailre  comme  se  rattachant  à  une  conception  que 
nous  ne  dé>e!opperons  pas  ici.  l'Llle  a  été  brièvement  esipiissée  dans  ma  Noie 
(les  Coniftlrs  rendtix  du  premier  seineslre  iqoS.  lndii|uoiis  aus»i  la  |K>ssibililé  de 
définir  la  bailleur  d'un  nombre  entier  en  tenant  compte  de  son  expressimi 
comme  produit  de  facteurs  ])|■elllier^.  Mais  il  sérail  nécessaire  pour  In  développer 
de  posséder  ipiel(|ues  lueurs  sur  la  di>lril)ulinn  des  nombres  prciiiici-. 
Jvtiin.  (/<•   MtilU.  (.'.•  série),  tome  l\.  —   Ijm.  I\  .  lifil.  (  I 
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diiiiiiuilioii  livs  iioliililc  du  nombre  des  systèmes;  soil  un  tel  système 


(B) 


Ih,     l!i,     ...,    ihi. 


Si  l'on  ranime  les  systèmes  (A)  d'une  part  et  les  systèmes  (Bj  d'autre 
pari,  un  système  appartenant  aux  deux  suites  occupera  un  rang  bien 
plus  élevé  dans  la  première  que  dans  la  seconde.  Cette  remarque  sera 
précisée  plus  loin. 

Enfin,  il  peut  arriver  que  le  nombre  n  ne  soit  pas  donné,  mais 
puisse  prendre  toutes  les  valeurs  possibles:  la  hauteur  d'un  système 
tel  que  (A)  devra  être  encore  définie  de  manière  qu'il  n'y  ait  qu'un 
nombre  fini  de  systèmes  dont  la  hauteur  soit  inférieure  à  un  nombre 
fixe.  rSous  n'insistons  pas  sur  le  choix  des  diverses  définitions  pos- 
sibles, car  nous  n'aurons  guère  à  nous  en  servir. 

L'approximation  des  nombres  ratioianels  les  uns  par  les  autres. 
L'écart. 

8.  Uap[)elons  quelques  propriétés  élémentaires  des  fractions  conti- 
nues limitées,  de  manière  à  fixer  les  notations  que  nous  emploierons. 

Tout  noudire  rationnel  a  compris  entre  o  et  i  peut  être  écrit  sous  la 
forme 


««-iH ) 


les  noml)res  entiers  «,,  a.^,  .  .  .  ,  a„  étant  positifs,  et  a„  pouvant  être 
toujours  supposé  dill'érenl  de  i  (  car  on  peut,  si  a„  —  i ,  renqilacer  «„_, 
par  a,i_,  -h  i  ).  Nous  poserons 

(  P»  =  o,  (/',=-!,  j  p.^^a,, 

(  <7o=  1,  (y,=  «,,  1  ^o  =  i-|-a,(7,,; 

(i)  (^^  =  3,  4,  ..  .,  «)• 
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Lo  nomhn-  a  est  .-gai  à  ^^;  les  réduites  f',  ^,'f,---  sont  supé- 
rieures à  a;  ^,  ^,  ^,  ^,  ...  sont  inférieures  à  a.  On  a  l<,ujours 

Nous  aurons  à  utiliser  la  valeur  du  raj.port  -^  des  dénominateurs 
de  deux  réduites  consécutives;  posons 

La  relation  (  i  )  donne 


(2) 


u.,  =  a,  -f- 


()n  peut  conclure  de  la  relation  (2)  que  /'////  au  moins  ,l,-s  dntx 
iiomhri's  [j.,,  u,_,  i:s(  siipcrirur  à^  "^  -'-  ■ 
Va\  ellél.  si  a,>  I,  il  est  clair  (jue  Ton  a 

Si  «,  =  I,  la  ri'IaliuM  (  uj  devi.'iil 

Le  nombre  tA,_,  étant  rationnel,  si  Ion  u"a  [las 

on  a  cerlainemenl 

le  sij^ne  <  excluant  IV-galité.  [..-s  r.lalinn-  1    ;  >  .•!  ,  "i  1  eniraineni 

UL,>I-u 
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c'est-à-dire 

(6)  ^^^^^ 

On  a  donc  cerlainemcnl  l'nne  des  relations  ( i)  ou  (6). 

Il  n'est  pas  inutile  d'observer  que,  si  Ton  désigne  par  A  un  nombre 

quelconque  supérieur  à —,  il  est  possible  de  former  une  fraction 

continue  limitée  telle  que  deux  rapports  consécutifs  pi,,  u.,-^,  soient 
tous  deux  inférieurs  à  A.  Il  suffit  de  prendre  n  et  i  assez  grands  et  de 
supposer  a^=  I  pour  toute  valeur  dey;  nous  omettrons  la  démon- 
stration facile  de  ce  point  (  '  ). 

Nous  énoncerons  donc  le  liiéorcme  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  désisitic  par  i-^-^,  -C-inî,  ^  trois  réduites 
consécutives  d'une  fraction  continue.  l'un  au  moins  des  rapports 


est  supérieur  à 


I  -l-\/5 


9.  Étant  données  deux  fractions  -  cl  ->  on  peut  définir  un  nombre 
positif  X  par  la  relation 

Ce  nombre  A  sera  dit  Vécarl  relatif  des  deux  fractions.  Nous  ver- 
rons plus  loin  quels  avantages  il  peut  y  avoir  à  ne  pas  considérer  exclu- 
sivement des  fractions  irréductibles;  c'est  pourquoi  nous  parlons  de 
l'écart  relatif  de  deux  fractions  et  non  pas  de  deux  nombres. 

Calculons  l'écart  /•t'/a/// A,  de  deux  réduites  consécutives  —  et  ^-^=i, 
•^  q-        qi-i 


(,')   Comjiarcr  avec  le  Mémoire  de  M.  Ilurwitz  cité  à  la  page  suivante. 
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on  a 

I  Pi      Pi-\  I  ' 


^i 


_  I  y<       7<-i  I  _      'lili-x      _     7/7/-I 
.  -+-  _L_        -L  -4-  -^      '/J-^'iU  ' 

'il       7?-i  7/        7'-i 

On  en  conclut 

^,        7'-i  7<         '  1^1 

Supposons  que  Ton  ait 

Il  (Ml  iV'sultc,  la  loiiction  x  H-    -;  /'tant  cioissaiilo  pour  '\>  i , 

I  -^  i  +  \/5  ^ i^ 

c'est-ù-diif 

Le  tliéorènie  I  ontiaine  donc  le  lliéorème  t^uivanl  : 

TiiKOHKMK  II.  --  Si  l'on  ronsidèrr  Irois  /■i'-</i/i(i'.t  conMt'culiirs  et 
que  l'on  désigne  par  "a,_,  et  X,  les  écarts  relatifs  de  la  réduite  in- 
termédiaire et  des  deux  autres,  on  peut  ajjirmer  que  l'un  au  moins 

de  ces  écarts  est  inférieur  à  — =• 

10.   Nous  appellerons  itilenallc  ranonique   relatif  à  une  fràc' 

tion  -  l'inlervalle 
7 

P 1_,  />  _| ! 

7        7'\".'  7        'f\':^ 

Il  résulte  d'une  proposition  de  M.  Ilurwit/  (pie  tout  nondire  inconi- 
niensuraltle  est  coin()ris  dans  nue  inliniti-  d"inlervall<;s  eanoni(pii>s  ('  ); 

(')  Mntlienialisclie  Annntcn.  t.  \\\l\. 
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il  en  est  de  même  de  tout  nombre  commensurahle,  si  l'on  ne  se  borne 

pas  aux  fractions  -  irréductibles.  Dès  lors,  on  peut  conclure,  do  la 

théorie  de  la  mesure  des  ensembles  linéaires  de  points  ('  ),  qu'//  est 
possible  de  déterminer  itnr  in/iiiilé  d'r/isembles  finis  d' intenalles 
canoniques  tels  que  tout  nomI>rc  compi-is  entre  o  et  i  soit  compris 
dans  l'un  (1rs  inter\.r/lles  de  chaque  ensendilc  V.n  d'autres  termes, 
il  est  possible  de  recouvrir  complètement  le  segment  o  —  i  avec  des 
intervalles  canoniques  en  nombre  fini  (empiétant  les  uns  sur  les 
autres),  de  telle  manière  qu'il  n'y  ait  aucun  vide;  et  l'on  peut  répéter 
cette  opération  une  infinité  de  fois  sans  utiliser  plusieurs  fois  le  même 
intervalle  canonique. 

La  théorie  de  la  mesure  qui  nous  fournit  ce  résultat  donne  seulement 
un  moyen  théorique  de  déterminer  les  ensembles  finis  d'intervalles 
dont  nous  venons  de  pai-ler;  nous  déleruiiuerons  bientôt  ejfectiiement 
de  tels  ensembles  (^-).  Nous  serons  ainsi  amenés  à  retrouver,  par  une 
autre  voie,  le  ihéorcme  de  M.  Huruilz,  ioul  en  établissant  d'autres 
résultats,  d'une  nature  très  différente. 

il.  Nous  dirons  que  deux  intervalles  canoniques  sont  adjacents 
lorsqu'ils  ont  une  partie  commune;  les  fractions  correspondantes  sont 
dites  aussi  adjacentes.  La  condition,  nécessaire  et  suj/isante  pou?' 
que  deux-  fractions  soient  adjacentes  est  que  leur  écart  relatif  soit 

inférieur  a  -^• 

Soient ,  en  ellet,  -  et  -  deux  fractions;  nous  pouvons  supposer,  pour 
fixer  les  idées, 

(8)  ^<^-- 

(')   }oir  ma  Tlicsc  (noie  finale)  et  mes  Leroux  sur  la  tltcorie  des  fondions. 

Chap.  m. 

(■)  Il  est  clair  r|iie  leur  clioi\  j)eiU  èlre  fait  (l'une  infinité  île  manières;  il  y  a 
lieu  de  penser  qu'il  est  possible  de  simplifier  celui  que  j'indique;  j'ai  surtout 
recherché  la  simplicité  de  la  déraonsli  alion.  (  )e  i|ui  |iaraît  moins  aisé,  c'est  de 
faire  le  choix  de  manière  f|ue  tout  nombre  se  trouve  dans  deux  au  plus  des  in- 
tervalles de  chaque  ensemble  (ce  qui  est  théoriquement  possible). 
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f.fs  iiilcrvallcs  ciiiioiii(jiics  corrcspondaiils  sont 

^•^  V'/      'rs':>    '/      vV^y      V'      .v'v/5   ■'      *'^'.î; 

lui  verlu  (le  la  lelalioii  (8),  pour  (jue  les  iiilervalk-s  (  ())  suiciil  adja- 
CL'iils,  il  l'aul  el  il  siiffil  qui"  Ton  ait 

^'",)  ^■-^<^^  +  ^-, 

^         A- y.)         7         y-v'J 

c'esl-à-dirc 

Il  suffil  do  coinpaiTi-  ccllo  Inr-jalitr  (  1 1)  avt-c  la  relation  (~  )  par  la- 
quelle nous  avons  de-fini  l'écart  relatif  X,  pour  en  conclure  : 

Il  n'isl  pas  inutile  d'observer  (pie  l'écarl  relatif  l'-tanl  forc('ment  un 
Mdiiihiv  laliomiel,  rin(''';alil(' (i  i  )  exclut  eerlaineinenl  IV-jjalilt'-.  Il  en 
résnlle  (pi'il  en  est  de  nu-ine  de  (lo),  c'esl-à-dire  (|ue  les  extri!'milc's  des 
intervalles  canoniepies  ne  [)eiivent  |)as  coïncider;  on  hien  ces  intervalles 

cinpièlenl  Tiin  sur  l'antre  (  loisipie  a  <;  -  ;  les  fractions  sont  adja- 
contes  \;  ou  hieii  ils  sont  coinijlèleniiMil  cvlérieurs  l'un  à  Tautr.'  (  lois, 
(pie  A  >     .;  les  fractions  ne  sont  pas  adjacentes  ). 

lui  iilili>aiil  li's  [ésullals  pri-ec-di-iiiiin^nt  aeepiis,  on  peut  (''iKjncei' les 
lli(''()r<''iiirs  Mii\aiils  : 

TiiKoiiicMi:  111.  Potif  ijni-  ilrtix  rcduiti-s  con.srcuti\r.s  d'uiif 
frai'lion  rontiinn'  .soirnl  (ti/Jurr/ilrs,  il  rsl  /it'ri's.sniri'  ri  sujfi.saiit 

(jur  II'  raiipui'l  df  /ru/s  di'iiuiiiiiuilrurs  suit  .supirii-ur  à ^• 

TiiKouKMK  \\.  —  Si  li's  réduilcs  ilr  rancis  i  —  i  ri  i  -  i  nr  suiit 
pas  adjarmlrs,  on  prtil  (iJfirDirr  (jnr  1rs  rrdiiilrs  dr  rangs  i  -  i  ri  i 
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le  sont.  (11  |)(iiininl  diiilloiirs  arriver  que  les  deux  [)reiiiières  soient 
adjacentes  et  ipie  les  denx  autres  le  soient  aussi.) 

La  valeur  a  de  la  fraction  continue  est  comprise  entre  celle  de  deux 
réduites  consécutives;  lorsque  ces  deux  réduites  sont  des  fractions 
adjacentes,  l'intervalle  formé  par  la  réunion  de  leurs  intervalles  cano- 
niques renferme  à  son  intérieur  le  nombre  a;  ce  nombre  a  est  donc 
in/ériciir  'd  Tun  de  ces  intervalles  canonicjues  (extrémités  exclues); 
cette  remarque  suffit  à  établir  le  théorème  de  M.  Hurwitz  (en  sup- 
posant a  irrationnel);  on  peut  même  en  conclure  que,  parmi  les  ré- 
duites d'une  fraction  continue,  il  ne  peut  pas  y  en  avoir  trois 
consccutii'es,  telles  que  la  valeur  de  la  fraction  continue  ne  soit 
pas  intérieure  à  l'inteivaUe  canonique  correspondant.  Mais,  pour 
atteindre  complètement  notre  but,  il  est  indispensable  d'étudier 
d'autres  catégories  d'intervalles  adjacents,  correspondant  à  des  frac- 
tions non  irréductibles. 

La  formation  de  systèmes  complets  de  fractions. 

12.  Nous  dirons  cjue  des  fractions  (en  nombre  limité)  constituent 
un  système  complet  lorsque  les  intervalles  canoniques  coi'respondants 
recouvrent  complètement  rinlcrvalle  o  —  i;  c'est-à-dire  lorsque  tout 
point  (nombre)  compris  entre  o  et  i  est  intéiieur  à  l'un  de  ces  inter- 
valles (extrémités  exclues). 

Pour  que  des  fractions  constituent  un  système  complet,  il  est 
évidemment  nécessaire  et  suj/isant  qu'elles  puissent  être  rangées 
en  une  suite  linéaire,  telle  que  chaque  fraction  de  la  suite  soit 
supérieure  à  la  précédente  et  lui  soit  adjacente,  et  que,  de  plus,  les 
intervalles  canoniques  relatifs  aux  fractions  extrêmes  de  la  suite 
renferment  l'une  le  point  o  et  l'autre  le  point  i.  Pratiquement, 
nous  supposerons   toujours  que  la  première  fraction  de  la  suite  est 

égale  à  d  el  cpic  la  dernière  est  égale  à  i  (ces  fractions  seront  de  la 

forme  y'  t  V 
Il    II  J 

13.  ÎNous  donnerons  à  cette  condition  une  forme  plus  commode 
pour  les  applications. 
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TmionÈMK  \  .    —    Étant  donné  un  syftlcmc  liniiti-  dr  fractions 

(comprisr.s  rntrc  u  et  i  )  rrnfcrniant  iuh'  fraction  é<:ale  à  zéro  cl 

une  fraction  essaie  à  un;  pour  que  ce  système  soit  complet,  il  est 

nécessaire  et  suf/isant  que,  étant  donnée  une  fraction  quelconque  — 
du  système,  il  soit  possible  de  troiner  deux  fractions  -  et  -  du  sys- 
tème l'une  supérieure,  l'autre  inférieure  ou  égale,  ou  identique 

à  L  et  adjacentes  entre  elles. 

'I  •' 

Soit,  in  rll'rt,  ^''  Iii  fraction  du  svstèine  (lui  est  clmIc  à  zlto,  ou 
Tuno  ([UflcoiHjiie  (relire  elles  si!  y  «'U  a  plusieurs.  Par  liyjxjllièso,  il 
existe  (leu\  f raclions  adjaceiiles  entre  elles  -r-  cl  —  >  loUes  (luo  l  ou 
uit 

(.3)  4.^<^^ 

^      ^  'I'.  "  7i         Vî 

D'ailleurs,  comme  —  =  o  cl  que  ','  ne  peut  pas  èlre  négatif,  on  a 
'/i  7î 

ici  certainement 

E±  —  El. 

De  même,  à  la  fraction  —  correspuudeul  deu.x.  fractions  adjacentes 

entre  elles  ^  et  —  telles  que  l'on  ait 
7i        7.  ' 

li>  -Ei^Hi. 
7,  -  7»        7/ 

On  écrira  de  même  la  relation  générale 

(la)  —7 — -  —  •<. • 

^      '  7mim  ^  7|i        '/|i->i 

les  fractions  —'    —  apparleiiaiit  au  système,  ipiel   (pu-  soit  ui,  et  les 
7(1    7ii 

fractions  -■^~  et  -^^  étant  adjacentes  entre  elles. 
7)1 . 1        7|i  «-1 

Journ.  de  Math.  (S*  liric),  tome  I\.  —  Kasc.  IV,  lyo}.  -49 
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Les  fractions  —  vont  en  croissant  avec  a:  comme  les  fractions  du 

système  sont  en  nombre  limité,  et  que  la  plus  grande  d'entre  elles  est 
égale  à  l'unité  (il  peut  y  en  avoir  plusieurs  égales  à  l'unité),  il  arrivera 


Il 
égale  à  i;  si  nous  désignons  cette  valeur  par  w,  nous  aurons 


nécessairement  que,  pour  une  certaine  valeur  de  ul,  la  fraction  —  sera 


(l5)  Pjn<Pjn^^P,.^ 

^         '  <lm  -  qm-,    ^    '],n 

les  fraclions  — ,'"   et—  étant  adjacentes. 

11  s'agit  mainlenaiit  de  faire  voir  que  l'ensemble  des  fractions 

(iG)  !^,     ^        (u.=  i.2,..../«) 

constitue  uu  système  complet.  Pour  cela,  il  suffit  de  montrer  que, 
quel  que  soit  h,  l'ensemble  des  intervalles  canoniques  relatifs  à  celles 
des  fractions  (i6)  pour  lesquelles  ij.  est  inférieur  ou  égal  à  h  recouvre 

complètement  l'intervalle  compris  entre  o  et  —  •  Cette  proposition  est 

vraie  pour  /*  =  i ,  car  alors  cet  intervalle  se  réduit  au  seul  point  o;  il 
suffit  donc  de  montrer  que,  si  la  proposition  est  vraie  pour  une  valeur 
de  h,  elle  subsiste  pour  la  valeur  immédiatement  supérieure  h  -hi. 


0  Pk^Pk         Pj^ 

Or  ceci  est  évident  pour  peu  qu'on  y  réfiéchisse  et  devient  intuitif 
par  une  fioure:  les  intervalles  canouiciues  relatifs  à  —^  et  ^-^^  étant 
adjacents  recouvrent  complètement  un  segment  AB  tel  que  A  est  à 
gauche  de  ^-~-  (non  coïncidant  avec  lui)  et,  par  suite,  à  gauche  de  —  > 

9/1+1  (]h 

B  étant  à  droite  de  ^^^(non  coïncidant  avec  lui  ).  Si  donc  on  adjoint 
ces  iulcrvalli's  au\  intervalles  -^  (  a  =  i.  2,  ...,//),  lesquels  sont 
supposés  recouvrir  eutiiremeul    rinlervalle  ("'?,/')>   on   recouvrira 
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complètement  lintervalle  (o,  •^^'  ).  en  tléhordanl  même  au  <]flà  des 

extrémités.  Il  suffit  de  faire  croître  1<'  noiiil)ii-//  jiis(|u'à  la  valeur  /// 
pour  avoir  le  théorème  V. 

1  i.  Nous  allons  maintenant  former  eUcrlivement  des  svstèmcs 
complets  de  fractions;  f)n  en  obtient  une  inlinité  par  le  théorème 
suivant  : 

TirÉonÈME  A  I.  —  Si  l'on  dèftiu^nc  par  A  ri  H  di-ti.r  nomhrrs  posi- 

.  .  ,  ...         I   H  >  I  k\-,    ,       .  , 

ti/s  nssiiicllis  aux  deux  conailions       .  1rs  frarlions  doiil 

•'  I    A  >  lo. 

Ir  (Irnoniiiialrni-  rsl  roiiipris  rntrr  A  ri  1!  lonslilwiil   un  svslrnif 

complrl . 

l'uur  (lénioiilrer  ce  théorème,  nous  nous  appuierons  sur  le  théo- 
rème V:  pour  chaciuc  fraction  -  de  lensenihle,  nous  dénionlrcrons 

l'existence  de  fractions     et    -  de  l'ensemhle  salisfaisani  aux  conditions 

du    théorèni''  \  :    pour  cela,   nous  tlislin!,^ueroiis  deux  cas  jrénéraux 

suivant  (lue  -  est  irréductible  ou  non;  chacun  dr'ces  cas  se  subdivisera 

d'aillciiis  en  plusieurs  suivant  la  valeur  relative  de  y  par  rapport  à  .\ 
.■t  1!. 

l*nEMiER  CAS.  —  />a  fraction  -   rsl  irrrilarlihlr . 
i"  L'on  suppose  Sq  <i  15.  Nous  prendrons  alors 

(lesijjncL     sij^niliant  (pie  Ton  a:  i  -    p;  \v----f/):  quanlàla  fraction-. 

nous  la  déterminerons  comme  il  suit  :  soient  a  et  ^  1rs  (feux  nomltrrs 

int'rrirurs  à       ri  Iris  iiur  l'on  iiil 
J  '/  ^ 

p}-'iy.  1 
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on  pcul  dire  aussi  (|uc  ^  est  l'avanl-dorniôrt'  réduite  du  développe- 
ment de  ~  en  fraction  continue:  -  est  la  dernière  ). 
V  '/  / 

Si  Ton  a 

pp  -ya  =  -  I, 

on  prendra 


r  =  ip  +  a, 
■s  =  2y  -H  p, 


el  l'on  aura 


car  -  est  supérieur  a  2  el,  par  suite,  supérieur  a  — ^-^— ;  on  a  d  ailleurs 
s<3q<B; 

la  fraction  -  satisfait  donc  aux  conditions  requises. 
Si  l'on  a 

on  prendra 

/•  =  3/>  —  a, 

s  =  3y-^, 

et  l'on  aura 

car  on  a  encore 

la  fraction  -  satisfait  encore  aux  conditions  requises. 

■2°  L'on  suppose  3y  >■  13,  c'est-à-dire  y  >■  -•  .Xous  pouvons  déve- 
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P 


lo[ip('i'  alors  -  en  IVaclioii  coiiliiiiK'  liiiiitre, 


en  nous  arrangeant,  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut,  de  manière  ipio 
le  nombre  des  fjiiniiciits  ineomplels  soit  pair;  désijj[noiis  par 

t^  —  1,         tl  ^  1.,         El  —       ^''-      ,         .    .,         /'••"  _  il 
'h        ''  7i        «i'  7!        I -!-«,«;'  '      '  q.„        y' 

les  réduites  de  celte  fraction  conlimn';  iiuiis  considérerons  les  trois 
dernières  réduites 

et  nous  sup[)oseions  d'abord  que  yj„_j  et  fj-^,,-,  sont  supérieurs  à  A. 

DaiJiès  ce  (lue  nous  avons  vu,  ou  bien  -  '""'  et  -  ""  sont  adjacentes, 
nous  prendrons  alors 


♦»•        7  *        7«'<-i 

ou  bien     '""'  et  sont  adjacentes,  dans  ce  cas  nous  prendrons 

•'•'      7i«-!'  ^        7ii-i' 

dans  les  d<ni\  cas,  on  voit  visiltlement  ipie  les  condiliiuis  ie(piisps  sont 
vérifiées. 

il  resti- à  ('tuilier  le  cas  in'i  1rs   immbres  '/.;„_,  et  i/.„^.,  ne  sont  pas 
tous  deu\  su[)éiieurs  à  .V. 

Supposons  d'abord 

'/.„-,>  A  >7,„_,. 

l'A'rivons  la  relation  rondamentalc 
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Dans  le  cas  où  «,„_,  est  supérieur  à  i ,  on  a 


et  les  fractions  tULJ  et  —  sont  adjacentes;  on  prendra  alors 

7in-l  'h-" 

'•  _  Pi',-i       ç^       ''  _  y^î»  —  /> . 

Supposons  maintenant 

a.,„_,  =  i, 
c'est-à-dire 

(20)  gin^q-m-^  +  q-in-i, 

on  a,  de  plus, 

(21)  ?.„>|; 

(-.2)  '?.„-.<  A. 

Désignons  par  p  le  plus  petit  nombre  entier,  tel  que  p^2«-2  ^oit  su- 
périeur à  A;  on  aura 

(23)  P?2«-2>A>(p  -  r)5r,„_2. 

Posons 

r  ^  Pïn-y  ^  ^^  ?Pin-l 

Nous  aurons 

(25) 


(24) 


5  IV  q-yii-iÇin-'  •* 

or  on  a,  d'après  (20),  (21),  (22),  (aS),  (al) 
.v>3  -A, 
p-i5^-<_A, 


=  7éT(?-0?.«-=27^A<2A, 
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donc 


fil" 

s 

< 

aA(A 
B 
3 

+  0 
A 

'< 

V^ 

car  celle  dernière  Inégalilé  revient  à 

B>3[A+2V3(A»+A)), 

cl  elle  est  cerlainemcnl  vérifiée  si  l'on  suppose  B>i3A',  au  moins 
pour  A  >•  lo.  Or  la  relation  (2G)  peut  s'écrire 

doîi,  a  fortiori, 

Donc,  d'après  (20),  les  fractions  -  et  -  sont  adjacentes, 
il  reste  à  examiner  le  cas  où  l'on  a 

Nous  désignerons  alors  par  p  le  nombre  entier  l<'l  (pi<' 

et  nous  [)rondrons 

W        Çm        '/'         «        pqtn-t 

Il  vii-ndra,  ininme  tout  à  l'iienre, 

-  _  -  =  -f-, 
s         1»'         i»' 

P  -  «^=^A, 

..<2A, 

^v>|-A, 

^s        iA(A-t-i)  I   . 
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c'est-ii-cliic 


P  '     '  '   /  '  '  \ 

siv  ^  .r;  .s-  "^  1/5  \s-        IV-  / 


Les  cas  où  -  est  iriéductihlc  sonl  ainsi  coiiipl''lcinciil  examinés. 

Deuxième  cas.  —  La  frai-/ ion  -  n'est  pas  irrcductihle. 

.    P  .        .  Il      .    - 

Soit  7-  la  fraction   irrédiu-lil)lc   CMiuivalenle  à  -:   si  0>>A,  nous 

V  '  ,/  '         ^  ^      ' 

savons  faire  correspondre  à  celte  fraclion  —  deux  fractions  —  et  -; 

il  est  clair  que  nous  pouvons  faire  correspondre  les  mêmes  à  -•  Il  reste 

à  examiner  le  cas  où  Q  est  inférieur  à  A;  nous  désignerons  alors  par  p 
le  nombre  entier  tel  que  l'on  ait 

pQ>A>(p-i)Q, 
et  nous  prendrons 

w        p(^)         <j  s  3p-(^''' 

Nous  aurons 


3p«Q-       31^2*^^/5 


On  a  d'ailleurs 


donc  s  et  w  sont  bien  compris  dans  l'intervalle  A,  B. 
Le  théorème  \  I  est  ainsi  coniplèlement  démontré. 
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L'approximation  des  nombres  incommensurables 
par  les  nombres  rationnels. 

iii.  Li-  llii-oiriiiL'  \  I  ciiiiiiiiio  iiiiiiii''diiili'iiRMil  la  conséquence  sui- 
vank'  : 

TiiKoiiKMK  ^  II.  —  Soiffil  a  ////  nomhir  rcrl  (^uchonquo  ri  \  i-i  U 
drs  nomhn-s  ré<-ls  rriijianl  b:s  im-^alilc.s 

A>io, 
B>i5A-, 

on  peut  troinrr  deux  iiombics  i-iiticrs  p  et  q  d^ls  'juc  l'on  ail 

\<q<  B, 

Co  lli/'orriiii'  paiiiil  devoir  ètn-  pailiciilirirniciil  iilili'  dans  li- cas  où 
l'on  veut  apiJioclirr  siiuiillaiiénienl  de  |iliisi<nirs  nombres  (  incomnien- 

suraMes  ou  non)  a,,  a.. a„:  on  peul  alors,  (|uc!s  (|ue  soient  les 

nonilires  A  el  W  salisfaisani   aii\  inégalités  précédenlos,  trouver  des 
eiiliers/),,  y,,  p^,  y^,  ....  /<„,  y„,  tels  que  l'on  ait 

A<'/,<H,         |^-a.|<  -^, 
I  Vt  I        vîv.» 


I  1i  I         7ÎVJ 


A<v„<l{.         l^-aJ<-^. 
I  1"  I       7ÎV'5 

l(».  (  )ii  [ii'iil  arrivera  un  n'sidlal  plus  [trécis  que  le  précédent  p.ir 
uni'  niétiiode  (jue  nous  nous  contenterons  d'exposer  ItrièvenienI  dans 
le  cas  de  drti r  nondjres  a,,  aj. 

Journ.  de  Mal/t,  (j*  série),  tome  l.\.  —  Ka»r.  IV,  ijoJ.  40 
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Soient  A  cl  B  doux  nombres  vérifiant  les  in(''f;alités 

A  >  loo, 
B>i5A% 

on  pcul  trouver  deux  nombres  entiers  p,  et  y,,  tels  que  l'on  ait 

|£i  _a   |<r  — ^, 

A<r/,<B. 

Déterminons  maintenant  deux  nombres  positifs,  supérieurs  à  i,  A, 
et  B,  vérifiant  les  inégalités 

logA,logB,  =  2log-^,, 
B.r^iSA;, 

on  aura,  déplus,  visiblement 

A,>io, 

de  sorte  que  Ton  pourra  affirmer  qu'il  existe  des  nombres  entiers  p. 
et  ^2,  tels  que  l'on  ait 

Il  est  manifeste  que  l'on  a 


logA,  _  logy,     _      /logAi  _  j I 

log<7,   ~"  logB,  '"  V    'ogl^i  ~  v''2       /  logiD 

Cette  expression  diiT'ère  aussi  peu  que  l'on  veut  de— >  quand  on 

suppose  A,  assez  grand.  Ou   [)eut  donc  énoncer  le    résultat  obtenu 
sous  la  forme  suivante  : 

Théorème  VII  bis.   —   Soient  a,  et  a..,  deux  nombres  réels  quel- 
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conques,  t  un  nonihrc  positif  arbitrait  cnienl  petit,  on  peut  truu\,-er 
des  entiers p^,  /y,,  /Jjî  ^s.  '''^•'>"  ï"'-  ^^"  <^"' 


Pi 


-a.    < 


17.   On  peiil  se  placer  à  un  point  de  vue  (lifTérent  et  clicrrlier  à 
approcher  siiiuillaiiéiiieiit  de  plusieurs  nombres  a,,  a..  ....  7„  par  des 

fraclions  de  même  dcnoniinateur.  Le  résullal  fondanieulal  suivant 
est  dû  à  Charles  llermite  (  '  );  on  peut  liouver  des  entiers /?,, /^j.  ..., 

p,„  (j,  tels  que  Ton  ail 

\P'       »  I  ^    P" 


? 


la  constante  p„  ne  dépendani  ipie  de  «.  Nous  avons  vu  que   Ion   peut 
prendre,  d'a[)rès  .M.  Ilurwilz, 

I 

V'"» 

cl  (pie  l'on  ne  piMit  pas  prendre 


(')  Journal  de  Crclic.  l.  hO,  p.  ifiO. 
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Pour  /^  >■  I ,  M.  MinkoAvski  a  montré  (  ')  que  Ton  peut  prendre 


Nous  reviendrons   sur  le  théorème   d'Hermite;  mais  il  nous  faut 
d'abord  démontrer  une  proposition  fondamentale  sur  les  ensembles 

à  n  dimensions. 


Théorème  fondamental  sur  la  mesure  des  ensembles 
à  /;  dimensions. 

18.  îNous  donnerons  le  nom  de  point  à  tout  système  de  valeurs 
réelles  desvi  variables  a-, ,  ,To,  .  .  .,  ■':„  ;  un  ensemble  de  tels  points  sera 
dit  un  ensemlde  à  n  dimensioils.  La  distance  de  deux  points  x,y  est 
la  quantité  po.sili^'e  r  définie  par  la  relation 

Au  lieu  de  la  distance,  il  est  indifférent  de  considérer  soit  la  somme 

I  *'.  -7<  I  +  I  ■'^2  -72  I  +•  •  •+   I  .^«  -yn\y 

que  M.  Jordan  appelle  V écart,  soit  le  plus  grand  des  termes  de  cette 
somme  que  M.  Minkowski  appelle  spanne.  Un  ensemble  est  dit  horhé 
lorsqu'il  existe  un  nombre  B  tel  que  la  distance  de  tous  ses  points  à  un 
point  fixe  convenablement  choisi  soit  inférieure  à  B.  Un  point  y  est 
point  limite  d\m  ensemble  E  lorsqu'il  y  a  dans  1'^  clés  points  x  dont 
la  distance  à  y  est  inférieure  à  un  nombre  arbitraire  £. 

L'ensemble  des  points  limites  d'un  ensemble  E  constitue  X  ensemble 
dérivé  E';  les  points  qui  n'appartiennent  pas  à  E  constituent  X en- 
semble complémentaire  de  E  que  l'on  désignera  par  C(E),  dont 
l'ensemble  dérivé  sera  désigné  par  C'(E).  Enfin,  on  appelle y/'o«//t'/'c 

(')  Géométrie  der  Zaiilen.  p.  iii.  Nous  écrivons  p„  là  où  M.  Minkowski 
écrit  5,,+,. 
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do  E  rcnsemhlo  des  points  coiiiimins  à  K'  cl  C(E)  d'une  pari,  àE 
eir>'(E)  d'autre  part,  et  points  intérieurs  à  E  les  points  de  E  qui 
n'appartiennent  pas  à  sa  frontière.  L'ensemble  E  est  dit  /crmé  lors- 
qu'il contient  tous  les  points  de  rensend)lc  dérivé  I'/. 

lî).  (À's  déliiiilions  riant  rap|)elées,  nous  allons  démontrer  le  théo- 
rème suivant ( ')  : 

Tmkoukmk  A  III.  -  Soit  l>  ii/i  l'iisriiihic  home-  cl  frrwé  donnr, 
i'^i,  E^.,  ....  1!^,.  .  .  .  une  infinilr  driioinhrahli'  (•)  d'ensembles  tels 
que  tout  point  de  E  soit  iNTÊniELn  à,  au  moins,  l'un  d'eux;  il  est 

possible  de  trouicr,  parmi  \\,.  ]\j Il,,,  .  .  .,  ////  /lombre  limité 

d'ensembles  tels  que  tout  point  dr  E  suit  itilèrieur  à,  au  moins, 
l'un  d'eux. 

il  suflit  de  prouver  qu'il  existe  un  nnuilin'  fini  M,  tel  que  tout  point 
de  E  soit  intérieur  à  un  V.j,  lel  qney  <  M.  <  >r.  nier  l'exislence  de  M, 
c'est  affirmer  que,  quel  que  soit  le  noudue  A,  //  existe  dans  E  au 
moins  u/i  point  x  tel  que  tous  les  E,  qui  renferment  x  à  leur  inté- 
rieur soient  tels  que  />  A.  Si  l'on  décompose  l'ensemble  E  en  un 
nombre  limité  d'autres  ensembles,  il  y  en  aura  au  moins  un  ayant  la 
mcMnc  propriété. 

L'ensemble  E  étant  borne,  il  existe  un  nombre  positif  H  {A  (jue  l'on 
ait,  pour  tout  point  de  E. 

|a-.|<H         (/=i,i /M. 

(')  J'ai  énoncé  ce  théorème  pour  le  cas  des  ensembles  linéaires  («  —  i)  dans 
ma  Tliése  (Sur  quelques  points  de  la  ihvorie  des  fonctions,  Paris,  Gaiilhier- 
Villars,  iSy.'i);  j'en  ai  donné  dans  mes  Leçons  sur  ta  lltéorie  des  fonctions 
une  dénionslralion  qui  s'étend  immédiatenienl  au  cas  de  n  dimensions  (c'est  celte 
extension  qui  est  donnée  dans  le  texte).  Dans  sa  Tliése  {/nlr-:,'rale,  longueur, 
aire,  publiée  ilaiis  les  Annnli  di  Mallivmalica),  M.  Lcbesgue  a  fait  d'impor- 
tantes applications  de  ce  lliéoréino  ft  de  sa  pénéralisalion  ;  voir  aussi  son  CÀ)urs 
cité  au  bas  de  la  page  335. 

Le  lliéoiéme  est  énoncé  et  déinoiitié  ici  pour  le  cas  d'un  ensemble  borné  el 
fermé  quelconfjue. 

(')  On  pourrait  supprimer  lo  mol  di-nomfiraldr  sans  que  l'énoncé  Cessai  d'être 
exact  ;  je  dois  cotte  remarrpie  à  .M.  Lebesgue.  Mais  nous  n'avons  besoin  ici  que 
de  l'énoncé  du  texte,  un  peu  pKu  aisé  à  démontrer. 
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Soit  j  un    noiiil)rc    enlier   quelconque  ;    considérons    l'ensemble 

E^^'jj ^    foiMué  des  points  de  E  dont  les  coordonnées  vérifient  les 

inégalités 


a,B<      <  (a.  +  QH 

2'     =      '=  î' 


<^<^<{^^±^^ 


(ELl'a. a„)  ^'     =""^=  2^- 

J     ) 

f    a„  B  ^        ^  (  ï„  -1-  I  )  B 

a,,  a,,  .  .  .,  <y.,i  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  tels  que  |  a^  |  et 
I  a^iH-  1 1  soient  inférieurs  à  dJ . 

Parmi  les  ensembles  en  nombre  limité  ^^^^ ,^,  il  y  en  a,  comme 

nous  l'avons  dit,  au  moins  un  cjui  a  la  même  propriété  que  E;  nous  le 
désignerons  par  E'-"  (s'il  y  en  a  plusieurs,  nous  choisissons  l'un  d'eux). 
Si  l'on  remplace  y  par  y  H-  i,  ou  [)eut  choisir  E'^"^''  de  telle  manière 
que  tous  les  points  intérieurs  à  E-'^  "  soient  intérieurs  à  E^,  et  ainsi 
de  suite.  On  forme  ainsi  une  suite  indéfinie 

(a^  E,     E(",     E'^),     ...,     E<%     ... 

ayant  les  propriétés  suivantes  : 

1"   Tout  point  iii  te  ricin-  à  r  an  de  ces  ensembles  est  intérieur  aux 

précédents; 

1°  La  distance  niaxiinuni  de  deu.r  points  de  E"^'  tend  vers  zéro 

1 
avec  J-, 
II 

3°  Quels  que  soient  A  et  h^  il  existe  un  point  x  intérieur  à  E'*'  et 

tel  que  tous  les  E,  auxquels  x  est  intérieur  soient  tels  que  /  ^  A. 

Or,  la  propriété  i°  entraîne  l'cxislence  d'un  point  x  intérimir  à  tous 
les  E''^';  ce  pointa?  appartient  à  E,  puisque  E  est  fermé;  par  suite,  il  est 
intérieur  à.  un  ensemble  déterminé  E,;  on  en  conclut  qu'il  existe  un 
nombre  S  tel  que  tous  les  points,  dont  la  dislance  à  x  est  inférieure  à  S, 
appartiennent  à  E,  [sinon  il  y  aurait  des  points  de  C(E,%)  aussi  voisins 
que  l'on  veut  de  x-;  x  appartiendrait  à  C'(E,)  et,  par  suite,  à  la  fron- 
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li.M-0  (I.-  K,;  il  II.,  s.Tiiil  |);is  intrririir  à  i:,J;  d-apiès  a",  quclqu.-  j.elil 
que  soil  0,  il  existe  un  noiiihic  h  le!  que  la  distance  de  deux  points 
quelconques  de  E'*'  soil  inférieure  à  o;  comme  r  esl  inl.Tieui'  à  l?*).  oji 
peut  aflirmer  que  tous  les  points  de  j-"/  sont  i„trii<-ur.s  à  l'],,  ce  (jui  esl 
en  coiiliiidiclion  avec  la  condition  3". 

Le  lliéorème  VIII  est  donc  démontré. 

Va-  théorème  peut  aisément  être  étendu  aux  ensembles  non  bornés, 
moyennant  quelques  conventions.  Hornons-nous  au  cas  de  deux  dimen- 
sions, pour  plus  de  sinqjlicilé;  nous  dirons  qu'un  ensemble  esl  bornr 
au  sena  projeclif  (ou  hurnr  P;  lorsqu'il  esl  possible  de  le  transformer 
on  un  ensemble  borné  par  une  transformation  homograpliique  conve- 
nable. On  délinira  de  même  un  ensemble  ft-rmr  au  .srn.s  proji'rlif 
(ou  f,;-iur  P  ),  et  aussi  ce  que  l'on  doit  entendre  par  points  inti-rirurs 
à  un  ensemble  (jui  s'étend  à  rinfmi  (on  définit  les  ensembles  dérivés, 
les  frontières,  etc.).  Avec  ces  déliuilions,  le  ibéorém.-  VIII  subsiste 
évidemment  si  l'on  suppose  l'ensemble  M  huriK-  V  ri  f,-rnn-  P  au  lieu 
de  le  supposer  simplement  borné  et  fermé. 

Or,  \\  est  clair  que  l'on  peut  déterminer  trois  ensenibles  bornés  P  et 
fermés]*,  tels  que  loul  point  du  plan  appartienne  à.  au  moins,  l'un 
d'eux.  Il  suflit,  en  eiïel,  de  les  définir,  par  evenq.le,  parles  relations 


27-  —  .r'  -     z'  J  o, 


x,y,  z  étant  des  coordonnées  Irilinéaires  (pielcon<pies.  Si  l'on  applique 
à  chacun  de  ces  ensembles  le  ihéoiém.' \[n  jr,.„^.,.;,lisé  on  obtient,  le 
résultat  suivant  : 

TiiKonKMK  Mil  hi.s.         Si  fon  a  unr  injhiilr  fi.'unmhrnhlr  d'ou- 

sriiihh'sV.^,  1',^,  ...,  1;^ f'l-1  '/ur  tout  poinf  <fu  p/an  soit  i^TKRiKin 

à,  au  moins,  fan  d'ru.r  (  Irs  points  à  l'infini  non  r.n/„s,  l,i,-n  m- 
trndu),  on  peut  drtcnniu,;-  parmi  l,'s  K,  un  nomhn-  liniitr  d'rn- 
scmbh-s  tris  qur  tout  point  du  plan  soit  inicrieur  à  l'un  d'eux. 

Il  esl  clair  que  lun  [M.urrail  utiliser  d'autres  transformations  qtie  les 
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transformations  projoctivcs;  il  v  aurait  scnlenient  lieu  do  tenir  compte 
de  l'existence  des  points  siii!j;iiliers  des  transformations.  Cefpii  précède 
s'étend  d'ailleurs  imniédialement  an  cas  de  n  dimensions.  Xons  verrons 
plus  loin  l'usage  que  l'on  peut  faire  de  certaines  transformations  non 
ponctuelles;  il  est  clair  que  l'on  pourrait  utiliser  dans  la  théorie  des 
ensembles  toutes  les  transformations  géométriques,  et,  en  particulier, 
les  transformations  de  contact;  mais  il  ne  paraît  y  avoir  intérêt  à 
développer  cette  indication  que  si  l'on  trouve  des  applications. 

20.  Revenons  aux  ensembles  bornés  et  au  théorème  YIII;  nous 
allons  en  établir  une  conséquence  importante  qui  s'en  déduit  immé- 
diatement. Donnons  le  nom  de  domaine  à  tout  ensemble  borné  et 
fermé  défini  par  un  nombre  limité  d'inégalités  algébriques  (')  de  la 
forme 

Le  volume  d'un  domaine  est  l'intégrale 

y^ff--fdr,dr,...d.v„ 

étendue  aux  points  inléricui's,  telle  fpion  la  déiinit  dans  les  éléments; 
cette  intégrale  est  toujours  positive;  le  volume  d'un  domaine  formé 
par  la  réunion  de  plusieurs  autres  est  la  somme  de  leurs  volumes.  Cela 
posé,  la  conséquence  dont  nous  voidions  parler  est  la  suivante  : 

TuÉoRÈME  IX.  —  Lorsqu'un  domaine  E  es(  td  que  chacun  de  ses 
points  est  intérieur  à  un  domaine  E^-  (j  =  i,  2,  ...,//,...),  on  peut 
ajjirnier  que  la  somme  des  volumes  des  domaiin-s  1^,  est  supérieure 

au  t^olume  de  IC.  Bien  entendu,  si  la  série    7  f,)   'V  étant  le  volume 

de  E,-,  est  divergente,  sa  somme  est  regardée  comme  infinie  et  supé- 
rieure à  tout  nombre  positif. 


(')  On  pourrait  adopter  pour  le  domaine  une  définition  bien  plus  large;  nous 
n'en  aurons  pas  besoin. 
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On  |M'iii  ddiini'i'  ;'i  cet  i-umu)':  iiiic  foiinc  <|iii'|(|iicf()is  plus  commodo. 

TiiKOiticMK  l\  his.  —  Etant  tluiun-  un  (hmiainr  V.  i-t  iim-  injiniti' 
dciiuinhrahlc  (l<-  (loiiitiincs 

i:,.    !•;.,    ...,    i:,„    ..., 

tels  rjiir  l'on  ait 

Vi  clanl  le  volume  de  l-],  et  i-  le  roliime  de  M,  on  prnt  a//irin<r  ijuil 
y  a  des  points  ilr  V.  rjul  nr  sont  inti-riems  à  aucun  dis  1^,. 

iil.  L'énoncé  précéflonl  n'exclul  pas  le  cas  où  lonl  point  d-  V.  ;ip- 
liiirli.'ndrail  à  l'un  des  K,  (rnjiis  pourrait  être  ])oint  frontière).  Un  peut 
oliscivcr  (jii'étant  donné  un  domaine  quelcompu-  !•:,  cl  un  nornl.rc  po- 
silil  arhilrairc  î,  on  peut  construire  un  domaine  1^,,  tel  ipie  : 

I"  Tout  point  de  l],  soit  intérieur  k  1£^  ; 

2"  Lon  ail 

<;^(i -+■£)»•„ 

\-,  élanl  I.'  volume  .le  i;,  ei  (■;  celui  de  E' . 
Or  si  l'en  a 

2. ■■<.■. 

ou  p<'Ml  elioisir  i  de  telle  manière  i|ue  Ton  ail  aussi 
c'est-à-dire 

el  Ton  peul  ruiM  dure  ipiil  y  a  des  points  de  K  (pii  ne  sont  intérieurs  à 
an(  uu  des  j];  el  «pii.  par  suite,  u'apparlienueul  à  aucun  dos  E,. 
(  >u  a  donc  le  ihéiMème  sui\anl  : 

1  iiinnKMi;  \.  -     Etant  ilonné  un  ilomaine  l],  dr  vntunie  i ,  ,•/  une 

Journ.  de  Matli.  (  j-  série),  lonic  I\.   —   Kaic.  IV,  190Î.  4? 
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infimlé  dénojyibrahlf  de  domaines  J'>,  (/=  i ,  2,  ...,«,..  .)  de  vo- 
lumes (',,  el  tels  que 

//  r.ri.s/f  des  points  de  \\  fjui  11  (ippiiil iciinciil  à  aucun  des  E,- 

22.  Les  ihéorômcs  IX  cl  X  cntraîiictil,  ((nnnio  on  le  voit  aisément, 
les  conséquences  suivantes  : 

TniioiiKME  XI.  —  Soit  E  un  domaine  el  1^,,  E,.  .  .  .,  E/,,  .  .  .  des 
domaines  tels  que  tout  point  de  E  soit  intérieur  à  une  infinité 
d'entre  eux;  on  peut  afiirmer  que  les  twlumes  f,,  v„,  .  .  .,  Ç/,,  .  . 
de  ces  domaines  sont  tels  que  la  série 

i-,  H-  1-2  +  .  .  .4-  i-/,^  .  .  . 
est  divergente. 

TiiiioHÈME  XI  bis.  —  Soietit  1'],,  1'"^,  .  .  .,  E/,;  •  •  •  des  domaines  de 
iiolunies  p,,  (^,  .  .  .,  i'/,,  .  .  .  tels  que  la  série 

Vf  +  t--,  + .  .  .  -H  Pa  4  .  .  . 

soit  cotn-ergente ;  on  peut  affirmer  que  l'ensemble  H  des  points  qui 
appartiennent  à  une  infinité  de  ces  domaines  est  tel  que,  étant 
donné  un  nombre  arbitrairement  petit  i,  on  peut  construire  des 
domaines  II,,  II,,  . .  .,  H^,  .  .  .  en  nombre  fini  ou  en  infinité  dénom- 
brablc,  tels  que  tout  point  de  H  soit  intérieur  à  l'un  d'eux  et  que, 
de  plus,  l'a  étant  le  volume  de  Ha,  l'on  ait 

r,  +  i.'2  +  .  .  .+  (.V  +  -  •  •  <'• 

L'approximation  par  des  fractions  de  même  dénominateur. 

25.  Considérons  lensemble  des  points  dont  les  coordonnées  s'ox- 
prinienl  par  les  formules 

(P)  x,=  'X         a-..=  i^S         ••-,         x„=^. 

y    J  '        q  -       q  q 
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dans  losrjuelles  q  i-sl  un  iioiiilnc  (Milii.-r  posilit',  ft^-p.,  .  .  .,  n„  (''Uiiil 
(Il's  cnlieis  satisfaisant  aux  im-^alités 

...... 

Tous  fis  |Miinls  soiil  inlcriours  au  domaine  1'^  di'lini  |tai' les  iiK-fj^a- 
litrs  :  (I    ./•,!;  ...;  o5.r„5i  ;  le  volnuio  de  I']  (Si  \isil)lcinent  éiral  à  i. 

Les  points  (P)  peuvent  être  ianj,a's  en  une  suiti-  siniiiloinent  inlinie 
{vuir  n"  7);  désij,Mions  par  \\  le  point  (P)  (pii  oceupe  le  ranj;  li  dans 

cotte  <uite  cl  ;'i  rliaMih'  hoini  P.  [  tl,  lil,  . . .,  EiL]  faisons  correspondre 

'  \  '/     7  'I  1  ' 

le  (loiiiaiiie  IC/^  délini  |iai'  les  inéfralités  : 

I    7        q""-    '-  q        y»' 

]  El  -  £.<T-  <El  -^-    " 


7         7«=^»=7+7î' 


(7  et  a  l'iaiil   do   nombres  jiosilifs,  doiil   li'  second   est    siippos''-   plus 
l^rand  ipn-  un. 

Le  volume  du  domaïui'  V./,  est  éviilenimeul 

■i"  a"  , 

D'ailleurs,  le  uoinhre  i\<-<  V..,  ayant  ce  noIuiu''  e<|  éi,'al  au  nombre 
(les  sNslèuM's  de  \aleur^  A'-  /i,./>i.  ...,  /',,  «pu  s.ilisfonl  aux  iuéga- 
lilés  (•■•.7),  c'csl-à-diM'  à 

*'/        '/'• 
(  >ii  a  don.- 

V  '.    «  V  "/  '   '  '  ' 
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Pour  ([ue  celte  série  convcrg-e,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

Il  Cl. '^  n  -\-  \ , 
c'est-à-dire 

(29)  ^>-7r- 

Le  théorème  XI  bis  entraîne  alors  la  conséquence  suivante  : 

Théorème  XII.  —  Le  nombre  a  satisfaisant  à  l'inégalité  (^.9)  et 
le  nombre  a  étant  quelconque,  on  peut  affirmer  que  l'ensemble  E 
des  points^  dont  les  coordonnées  vérifient  les  inégalités 


renferme  des  points  qui  ne  sont  intérieurs  qu'à  un  nombre  limité 
des  domaines  E^  définis  par  les  inégalités  (28). 

Ce  lliéorèiuc  peut,  en  un  certain  sens,  être  regardé  comme  la  r(''ci- 
proque  de  la  célèbre  proposition  d'Hermite  que  nous  rappelions  tout 
à  l'heure;  on  peut,  en  effet,  lui  donner  la  forme  suivante  : 

Théorème  XII  bis.  —  Le  nombre  positif  a  étant  quelconque  el  le 

nombre  a  supérieur  à >  il  existe  une  infinité  de  systèmes  de 

n  nombres  a,,  a.,  .  .  ..  a„,  tels  qu'à  chacun  de  ces  systèmes  cori-es- 
ponde  un  nombre  (^)  tel  (juc  V inégalité,  dans  laquelle  q  désigne  un 
entier 

'7>Q 


•ntramc 


—  —  '^■l      >  -ï' 
'1  \  1^ 

Pi  \   -~^     '^ 

'—  —  a..    >  —, 

q         -  r    7* 


P"  -     '^ 

q  °'-"|-'^7«' 


riuels  que  soient  d'ailleurs  h-s  entiers  /),,  p.,,  ....  p„. 
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\.<-  lliroiviiif  frilciiiiili'  iirMi-  iipriiriiail  (iiif,  si  a  csl /•-rai  à  "~-, 

on  poiii  jjreiidre  poiira  iiiir  \;ilriir-  L'Ile  i|iiil  trcxislc-  pas  de  iiomhreQ 
avant  celle  prnpri/'lé. 

Il  csl  (  liii  i|ue  la  réciproque  précédenle  est  loin  trêlre  aussi  précise 
(juc  celle  (jiie  M.  lliirwitz  a  déduite  de  la  tlii'-orie  des  fractions  conti- 
nues dans  le  cas  où  /<  =  i;  il  nous  a  cependant  paru  intéressant  de  la 
si-riialer. 


2i.   (conservant  les   mêmes  iiotalions,  supposons  mainli-nant  (pu 
l'on  ail 


(3o) 


<  )ii  peut  faire  alors  la  remarfpie  suivante  : 

Etant  donné  un  systi'nn-  qurlconquc  de  nonilm-s  x,.  %.^ a„, 

il  c.iistt;  uni'  injinitc  di;  systèmes  d'entiers  /),,  p.,  ....  /;„,  y  t<-ls  /jue 
Von  ait 

1-7  '  I     "  '/" 

I  /'»        «    I  ^   " 


Il  e\isle,  en  fd'ei,  ,iii   moins  MU   tel  svslème,  comme  iiou<  lavons 
rap|)e|é  (^p.  ,{.')5). 

Dans  le  cas  où  les  uondires  a, ,  a., a„  ne  soni  pas  (uns  ralinmiels, 

les  (lilTiM-eiiees     '  _  a,,  -  -  —  a^ — "  —  a„  ne  sonI  pas  l^ules  indics 

el  le  maximum  ;a  de  leurs  \aleurs  absolues  n'est  pas  nul;  lU",  d'après 
le  lliéorème  ipie  nous  avons  rapjielé.  ou  peul  ilétermiuer  des  entiers 
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p\,  p., y'  Icls  (juc  les  difl'érenccs 

4_a,,     4-«-.,      ••■.     ^-«« 

soient  en  viileur  ahsolne  inférieures  à  u  loiil  en  salisfaisanl  aux  iné- 
galités du  type 

\Pi  \    ^      " 

les  nombres //,, // ,  q'  sont  doni'  néei'sfiairenifiil  dislincls  di-  />,, 

p,,...,p,„(j. 

Si  les  nond)res  a,,  a.,  .  .  ..  a„  snni  tous  ['alionnels,  on  peut  déter- 
miner des  nombres  p,,  p..  .  .  .,  p„.  <j  tels  que  Ton  ail 

P\  P"  P" 

i-i  —  a,  =  (),         ——y..,^o a„  =  o, 

7      .     '  '  7  -  >/ 

et  le  raisonnement  précédent  ne  s'appliijue  plus. 

Mais  il  est  manifeste  que  l'on  a,  quel  que  soit  l'entier  It, 

p ,  /l  Pi  h  Pu  II- 

■' '     -  a,  =  o,         ^ a.,  —  o,         .  .  .,         !—. a„  =  o. 

Notre  remarque  est  donc  justifiée;  on  peut  encore  l'énoncer  en  di- 
sant que  les  relations  (3o)  entraînent  la  conséquence  que  tout  point 
de  E  est  inl('M'i(nir  à  i//h'  infuiitr  des  domaines  l'y;  définis  par  les  rela- 
tions (28). 

On  en  conclut,  d'après  le  tbéorème  \  III,  (pi'il  est  possible  de  eboisir 
parmi  les  E^,,  un  nombre  limité  de  domaines  E/,  ,  E,,.,  . ..,  E^,^,  tels  que 
tout  point  de  E  soit  intérieur  à,  au  moins,  l'un  d'eux.  Si  l'on  considère 
l'ensemble  des  E/,  dont  Tindice  est  diilerent  de  A,,  h.,,  ....  A,,,  on 
peut  affirmer  que  tout  point  de  E  est  encore  intérieur  à  une  infinilc' 
d'entre  eux,  de  telle  sorte  ijne  Tnu  peut  encore  en  délermiiuM-  un 
nombre  limité  E/,.,  E^;,  ..  .,  E/,,,  dl.sliiicl.s  des  précédents  ei  ids  (ju.' 
tout  point  de  E  soit  intérieur  à  l'un  d'entre  eux.  On  peut  conlinuer 
de  même  iiidéliuimi'ul  cl  l'on  arrive  ainsi  au  ivsuilat  suivant  : 

TnÉouÈMP;  \lll.  —  Si  l'on  cunsidèrr  /'c/i.scnddt'  des  .syslénics  de 
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//  l'rrifliiiiis  dr  ini'iiw  (It'iioniiiKili'ur  : 

7         '/  '/  ' 

oip,if/,  o</>o;y,  ....  o  =  /^ïy; 

//  r.s/  fxj.ssi/i/r  (If  c/asscr  ci-llr  in  fiiiilé  id-  sysU'-mrs  de  ii  fractions  i-n 
uiir  injinili'  de  classi-s,  thatjiir  c/a.s.se  ni'  rrnfrrnuint  qu'un  nombif 
liniilé  di'  .^ysièmes,  ri  deux  clns.ies  distinrlrs  ne  rcnfcrniant  pas  de 
systèmes  identiques  (c'est-à-dire  de  syslènu-s  furntès  de  nf raclions 
identiques  deux  à  deux,  dans  le  même  ordre),  cette  classijication 
ayant  la  propriété  suiianfr  :  a,,  y...  .  .  .,  y.„  étant  n  nombres  réels 

quelconques  compris  entre  o  ri  i,    //  y  a,  dans  chaque  classe,  un 
système  au  moins  dvnnanl  lieu  aux  inégalités 

I  /'/           I    ^      "         '            /  •  » 

-  -  a,    < „  .1         (  '  —  1.9. //). 

7   " 

Dans  le  cas  où  n  —  i,  nous  avons  elJ'ecli\fment  ohlcnii  une  c-la>si- 
licatioii  ayant  les  propriélés  incli(|in''i's  dans  ccl  énoniv  ;  dans  le  cas 
j^éni'ial,  nous  lions  contenions  de  démontrer  la  possibilité  diiin'  l<'lle 
classiCiealion;  il  serait  inléressani  de  l'olilenir  aussi  elleeii\. nt. 


Les  formes  linéaires  à  indéterminées  entières. 

îi.î.  Des  niétliodes  analo|,Hies  au.\  [iréccdcnlcs  s'appli<|uenl  ù  rélude 
des  formes  linéaires  à  indéterminées  entières  et  à  coefficients  <|uel- 
conques.  Pour  ne  pas  alloni,'er  démesurément,  je  me  bornerai  à 
(piehpies  indications  sur  ce  sujet,  en  prenant  comme  exemple  une 
l'orme  unique  à  trois  \ariaMes;  je  me  réserve  d"y  revenir  ultérieu- 
rement. 

Considérons  la  ioiine  linéaire 

o  —  ax  4   by  -+-  cz, 

dans  laiiiielle  o,  A,  <•  sont   des  nonil)res  réels  donnés  ipielcdinpies  et 
X",  y,  z  lies  indéterminées  entières. 
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Considérons  deux  axes  rcclanj^ulaircs  OX,  OY  ot  la  droite  rcprô- 
scnléo  ])ai'  Frcpialion 

(D)  a\^/jY  +  c^o. 

La  dislanco  tl  du  poiiil 

P 

à  la  (Iroilo  (  D)  csl  donnée  par  la  foriuule 

a  -    1-  A  —  -4-  c 

(3i)  f/=     ■ 


rt-H-  b-  ;\/rt--+-  b- 

foriniilo  foiulamenlalc  que  Ton  peuL  écrire  aussi  sous  la  forme 


Le  point  P  est  un  point  quelconque  à  coordonnées  rationnelles;  on 
voit  c[ue  la  recherche  des  plus  petites  valeurs  que  peut  prendre  la 
forme  ç  pour  des  valeui's  entières  des  variables  est  intimement  liée  à 
la  recherche  des  points  (P)  à  coordonnées  rationnelles  dont  la  distance 

à  la  droite  (D)  est  très  petite  par  rapport  à  -_• 

Relativement  aux  [)lus  petites  valeurs  de  la  forme  o,  on  déduit  im- 
médiatement des  méthodes  classicjues  de  Lejeune-Dirichlet  la  propo- 
sition suivante  : 

Si  l'on  pose 

<]^  —  ax  -\-  by  +  z, 


h  =  \d-  +  //-  -H  I  (  /'  >  «) 

cl  que  l'on  désigne  par  M  u/i  nombre  quelconque,  on  peut  dcLcr- 
miner  des  i^aleurs  entières  de  x,  y,  z  telles  que  l'on  ait 

l.rKM,         \y\<M,         \:\<M, 
If  1-^  M= 
0  cta/it  une  constante  déterminée,  indépendante  de  «,  b^  M. 
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iNous  ne  nous  occuperons  pas  de  la  détermination  ellective  de  0  ;  un 
peut  y  arriver  par  la  niiHliode  rappelée  ou  employer  les  méthodes  ana- 
logues, mais  plus  générales,  di;  M.  MinUowski,  (jiii  fourniraient  une 
valeur  plus  petite. 

On  peut  aussi  écrire  l'inégalité  précédente 

\V:<p 

et  énoncer  le  thécjiéme  suivant  : 

//  rxi.sle  une  injinitr  de  sy.stcnu'S  de  valeurs  i-nliifrs  jc,  y,  :  loi  1rs 
qui;  l'on  ail 

rt.r  -t-  A  y  -■(-  3    <  — . 


les  cu/islanlcs  a,  h  rlanl  quelconques  <■(  0  flunl  inir  r,,iisl,mlr  indé- 
pendante de  a  el  h. 

i'onr  démontrer  ce  lliéorème,  on  dislingur'  deux  cas  suivant  i|u  il 
existe  ou  non  des  valeurs  entières  x,  y\  z  annulant.  </.#•  -+-  ^  v  -^  ;  et 
l'on  raisonne  comme  au  n"  lii. 

Si  l'on  utilise  la  fornude  ('ii),  ou  peut  énoncer  le  tln-orème  sui- 
vant : 

Étanl  di)nnée  une  droile  quelcoinjin- 

(D)  a\-t-/A— I  -o. 

//  exisle  une  injinilè  de  syslèmes  de  trois  nonilirr.s  rnlieis  .v,  >  ,  ;, 
tels  que  la  distance  {essentiellement  posiliit')  il  du  puinl  --  -  à  la 
droile  (  D")  vérifie  Viné'^alit'- 

(  )n  [leiil  donner  à  ce  résultai  une  forme  plus  géométri(|iie. 

Juuin.  de  Mulh.  (  .>■  scnc),  l.Miie  I\.   -  l-asc.  IV,  i.j.>:».  ■•«' 
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Dans  ce  but,  remarquons  que  la  distance  de  l'origine  à  la  droite 

aX  +  iY  -I-  I  =  G 

I  ...  .      X    Y 

est  ;  d'autre  part,  la  distance  de  Torigine  à  un  point  „ .  .,  de 


cette  droite  est  ^l- — ^^ — ;  on  a  donc 


X'--hY' 


Z-        ^   ir-^  b- 

a--\-  b-  -^  \   I         ^  X'-h  Y-  X-  -^  Y-  4-  Z- 

a-+b'-       ^  '  "^  a- -H  6^  ^  '  "^  ÏF~  "  V 


On  peut  donc  (en  modifiant  légèrement  la  valeur  de  0  pour  tenir 
compte  du  fait  que  le  point  ->  ^  n'est  ])as  sur  la  droite,  mais  en  est 
voisin  )  écrire  rincgalité  précédente  sous  la  forme 


^^OvW_v^ 


Ceci  posé,  attachons  à  chaque  système  de  deux  fractions  de  même 
dénominateur  '-'  t   ^'^  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  de  coor- 


données -,  ^  et  pour  rayon  — ^ —\  nous  appellerons  ce  cercle 

le  cercle  C(x,  y,  z)  ou  cercle  attaché  aux  fractions  '_  >  -  [à  un  j)oinl 

de  coordonnées  rationnelles  correspondent  évidemment  tous  les  cercles 
C(x, y,  s)  tels  que  l'on  ait  x  =  Xp,  y  =  "kg,  z  =  Ar,  p,  y,  r  étant 
des  entiers  convenablement  choisis  et  X  un  entier  arbitraire];  nous 
pourrons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XIV.   —   Toute  droite  du  plan  coupe  une  infinité  de 
cercles  C(x,  y,  z). 

Ce  théorème  n'est  quunc  simple  transformation  do  résultats  clas- 
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sifjucs;  nous  cri  déduirons  di's  n'-sidlats  nouveaux,  mais  il  (.-si  fl'ahord 
nécessaire  denlrer  dans  (juclijues  détails  au  sujet  des  enseniMes  di- 

droites. 

26.  Etant  donné  un  ensemble  de  droites  dans  un  plan,  nous  dirons 
que  cet  ensemble  est  borné  lorsqu'il  existe  un  nombre  A  tel  que  la 
distance  d'un  certain  point  fixe  à  toutes  les  droites  de  l'ensemble  soil 
inférieure  à  A. 

Nous  dirons  (ju  iiii  cnsembio  hurnr  est  siriipli'  bjrsijuil  existe  un 
cercle  tel  que  l'ensemble  des  points,  pôles  des  droites  de  l'ensemble 
par  rapport  à  ce  cercle,  soit  borne  et  fermé.  Nous  ramènerons  les 
ensembles  bornés  aux  ensembles  simples  au  moyen  du  tbéorcmc  sui- 
vant : 

ÏUKORÈME  X\  .  —  Etant  donne  un  ensemble  borné  de  droites  K, 
il  est  possible  de  déterminer  trois  ensembles  simples  E,,  Ej,  E,  tels 
que  toute  droite  appartenant  à  Iv  appartienne  à  l'un  au  moins  ilr 
ces  trois  ensembles. 

Trarons,  en  «(L-t,  trois  cercles  C,,  C,,  C,  tels  ipi'il  n'existe  aueiinr 
droite  (|ui  coupe  ces  trois  cercles;  cela  est  évidomnu'nt  possible  d'une 
infinité  de  manières.  Désij,Mions  par  F,  l'ensi-mble  des  droites  de  E  (pii 
ne  coupent  pas  le  cercle  C,;  il  est  clair  que  toute  droite  de  IC  ap|iarlieni 
à  l'un  au  moins  des  ensembles  F,,  F,,  l",.  Soil  maintenant  /",  l'cii- 
semble  <les  pôles  des  droites  de  l'ensemble  F,  par  rap|iorl  au  cercle  C,; 
tous  les  points  de  /",  sont  intérieurs  à  C,  piiis(|ue  les  droites  de  F,  ne 
coupent  pas  C,;  de  plus,  l'cMiseiiible  F,  étant  borné,  il  existe  nécessai- 
rement un  cercle  c,  concenlriipie  à  il,  et  ttl  que  tous  les  points  de  /, 
soient  extérieurs  à  c,.  Soient/,'  l'ensemble  dérivé  dey,  et  e,  Vnn- 
semblr  /,  -+-/,;  on  sait  que  l'ensemble  /•,  est  parfait;  les  points  de  cet 
ensemble  sont  nécessairement  intérieurs  à  C,  cl  extérieurs  à  c,  (ou  sur 
ces  cercles);  il  est  donc  borné  et  l'ensemble  E,  des  droites  polaires 
des  points  de  e,  par  rap[>oil  à  i],  est  aussi  borné;  c'est  donc  un  en- 
semble simple;  toute  droite  de  !•",  appartient  à  E,;  si  donc  on  construit 
de  même  les  ensembles  !'!j,  Ej  au  moyen  des  cercles  Cj  cl  C,  et  des 
ensembles  V\,  F,,  toute  droite  de  |]  appartiendra  à  l'un  au  moins  des 
enseiiii)les  simples  E,,  1'^,,  |],  c.  q.  f.  h. 
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Démontrons  mainlcnant  la  proposition  suivante  : 

Théorème  X^  I.  —  Soient  E  un  ensemble  simple  de  droites,  E,, 
E.,,  .  .  .,  E„,  .  .  .  une  infinité  dcnombrahle  de  domaines,  tels  que 
toute  droite  de  E  contienne  des  points  intérieurs  à  l'un  d'eux;  on 
peut  déterminer  un  nombre  limité  de  domaines  E,  tels  que  toute 
droite  de  E  renferme  des  points  intérieurs  à  l'un  d'eux. 

Soit,  on  cfTel.  C  un  cercle  tel  (jue  les  pôles  des  droites  de  E  par 
rapporta  C  forment  un  ensemble  borné  et  fermé  e  (').  Construisons 
les  courbes  polaires  réciproques  par  rapport  à  C  des  courbes  qui 
limitent  les  domaines  E,,  E,,  .  .  .,  E,,,  ...  :  ces  courbes  définissent 
certains  ensembles  de  points  (-)  c,,  e^,  .  .  . ,  e„,  .  .  .  tels  que  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  droite  renferme  des  points 
intérieurs  à  E,,  soit  que  son  pôle  soit  intérieur  à  e^.  Tout  point  de  e 
est  intérieur  à,  au  moins,  l'un  des  ensembles  e,;  il  existe  donc  un 
nombre  limité  d'ensembles  c,  tel  que  tout  point  de  e  soit  intérieur 
à,  au  moins,  Tun  d'eux  (théorème  VIII);  les  domaines  E,  corres- 
pondants, en  nombre  limité,  sont  tels  que  toute  droite  de  E  renferme 
des  points  intérieurs  à  l'un  d'eux.  c.  q.  f.  d. 

D'après  le  théorème  XV,  le  théorème  XVI  entraîne  immédiatement 
la  conséquence  suivante  : 

Théorème  XVI  bis.  —  Soient  E  un  ensemble  borné  de  droites, 
E,,  Ej,  .  .  . ,  E„,  .  .  .  une  infinité  dénombrable  de  domaines  tels  que 
toute  droite  de  E  contienne  des  points  intérieurs  à  l'un  d'eux;  on 
peut  déterminer  un  nombre  limité  de  domaines  E,  telsque  toute 
droite  de  E  renferme  des  points  intérieurs  à  l'un  d'eux. 


(')  On  pourrait  simplifier  un  peu  en  utilisant  le  théorème  VIII  bis  et  les  consi- 
dérations qui  sont  développées  à  cette  occasion;  nous  ne  nous  servons  que  du 
théorème  VIII. 

(-)  Les  ensembles  e,  ne  sont  généralement  pas  bornés;  comme  l'ensemble  e  est 
borné,  il  existe  un  point  O  et  un  nombre  A  tels  que  les  distances  à  O  de  tous  les 
points  de  e  soient  inférieures  à  A;  on  peut  supprimer  dans  les  e,  tous  les  points 
dont  la  distance  à  0  est  supérieure  à  A  et  appeler  encore  e,  les  ensembles  ainsi 
obtenus. 
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Il  serait  aisé  d'ùtL-ndrc  le  llioorùinc  au  cas  où  l'cnsenihlc  E  n'est  pas 
Ijorné;  nous  n'y  insisterons  pas. 

27.  Il  suffit  de  combiner  !<•  théorème  \IV  et  le  théorème  XVI  A/y 
pour  obtenir  le  résultat  suivant  : 

TiiEoHKME  X\  II.  --  Soit  \)  Vcnscmhla  des  droilrs  du  plan  d-llrs 
quf  h;uv  distance  à  l'origine  soit  inférieure  à  un  nombre  '/wl- 
conrjue,  mais  ^xe,  A.  On  peut  déterminer  une  infinité  de  systèmes 
de  cercles  C(x,  y,  z),  chaque  système  se  composant  d'un  nombre 
limité  de  cercles  et  tels  que  toute  droite  de  l'ensemble  E  coupe,  au 
moins,  un  cercle  de  chaque  système. 

(Je  ihéorèiiie  peut  être  énoncé  sous  une  l'urnu-  piiri'in.Mil  arithmé- 
tiipie  : 

I  uÉoiiÈMK  \\  II  bis.  —  Soit  A  un  nombre  positif  quelconque,  on 
peut  partager  l'ensemble  des  systèmes  de  trois  entiers  x,  y,  z  en 
une  infinité  de  classes,  chaque  classe  en  renfermant  un  nombre 
limité,  et  telles  que,  a,  p  étant  deux  nombres  quelronqiirs  vérifiant 
la  relation 

a--f-,3^>A% 

il  y  ail,  dans  chaque  classe,  au  moins  un  système  x,  y,  :  donnant 
lieu  à  l'inégalité 

0  étant  une  ronstante  indépendante  de  .\.  :/i,  j,  ., ,  )  ,  z. 

28.  Nous  laissons  de  côté  l'extension  des  résullals  précédents  au 
cas  j,'énéral  du  s>slème  de  //  formes  linéaires  à  m  indéterminées  m- 
tières. 
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EMILE     BOREL. 


Relation  entre  la  hauteur  et  l'approximation.  —  Conclusion. 


29.  Il  SLTail  aisé  crénoncer  à  nouveau  les  divers  résultats  que  nous 
avons  rappelés  ou  obtenus  en  faisant  intervenir  dans  les  énoncés  la 
hauteur  ou  le  rang  des  systèmes  d'entiers  qui  y  figurent.  Mais  il  est 
inutile  de  faire  cette  longue  énuméralion  pour  prévoir  le  résultat 
auquel  elle  conduirait.  Ce  résultat  peut  s'énoncer  brièvement  ainsi  : 
l'approximation  que  l'on  peut  obtenir,  en  général,  varie  en  raison 
inverse  de  la  hauteur  ou  d'une  puissance  de  la  hauteur  (suivant  la 
définition  que  l'on  adopte  pour  la  hauteur).  Les  mots  en  général 
signifient  :  lorsque  l'on  ne  fait  pas  intervenir  des  nombres  incommen- 
surables spéciaux,  en  donnant  le  nom  de  nombres  incommensurables 
spéciaux  à  ceux  qui  donnent  une  approximation  plus  rapide  que  celle 
qui  résulte  des  théorèmes  généraux.  Ces  nombres  incommensurables 
jouent  un  grand  rôle  dans  de  nombreuses  questions  d'Analyse  (' ); 
en  fait,  on  n'a  aucune  raison  de  croire  qu'ils  s'introduiraient  dans  un 
système  logique,  au  sens  de  M.  Drach;  on  peut  même  légitimement 
supposer  qu'ils  ne  s'introduiraient  pas.  Mais  nous  ne  savons  pas 
actuellement  démontrer  d'une  manière  rigoureuse  et  générale  cette 
hypothèse,  qui,  si  elle  était  exacte,  simplifierait  bien  des  questions 
d'Analyse. 

Le  but  final  des  recherches  de  ce  Mémoire  et  des  recherches  ana- 
logues me  paraît  être  précisément  d'exclure  les  complications  intro- 
duites par  les  nombres  incommensurables  spéciaux  ;  de  même  que  le 
but  final  des  recherches  sur  les  fonctions  continues  non  dérivables  ou 
autres  fonctions  singulières  doit  être  de  montrer  que  ces  fonctions  ne 
s'introduisent  pas  dans  un  système  logique;  ces  diverses  questions  ont 


(')  Voir,  par  exemple,  mes  Noies  Sur  les  équations  aux  dérives  partielles 
à  coefficients  constants  et  les  fondions  non  analytiques  {Comptes  rendus. 
i6  décembre  1895):  Sur  la  croissance  des  fonctions  définies  par  des  équations 
différentielles  {Comptes  rendus,  20  février  1899). 
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d'aillnirs  cnlro  elles  de  ^'laiides  aii;do;,'io.s  ('  ).  Mais  il  serait  puéril  de 
vouloir  exclure  a  priori  de  l'Aiialysc  ces  diverses  complications,  sous 
le  simple  i)rélexte  (pic  ce  sont  des  complications  :  car  elles  se  pré- 
sriiicnl  d'rUes-inâmes  dans  l'étude  des  fjues lions  les  plus  simples, 
lors<pi"on  ne  fait  pas  d'hypothèse  sur  la  nature  arithm.-ti.pie  del 
constantes  numériques  introduites;  une  élude  directe  en  est  donc 
nécessaire. 

l'aris,  avril  1903. 


(')  Comiiarer  aussi   avec  la   théorie   de   la   croissance  régulière.    Voir   mes 
Leçons  uir  les  fonctions  entières,  Notes  II  et  III. 


^7^^  EXTHAIT  d'u>"E  LETTRE  A  M.  JORDAN. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Robert  Pech  à  M.  Jordan. 


Gr.  Strelililz,  le  5  septembre  iç)o3. 

Je  prends  la  liberlé  de  vous  signaler  quelques  erreurs  qui  se  sont 
glissées  involonlairemenl  dans  le  Journal  de  Liom-ille  de  i858 
(2''  série,  t.  III,  p.  2G3).  A  celte  époque -là,  M.  le  Professeur 
D''  Schroter,  à  Breslau,  a  publié  l'équation  modulaire  pour  la  trans- 
formation du  23*  deerré  sous  la  forme  suivante  : 


=  \[Fï.  +  \fk~\-r-  [\Il  -  ;  k,  A,  }  (v7^A  -  y/r,  A,  ). 

Celle  équation,   pour  èlre   juste,   doit   être   modifiée  de  la  façon 
suivante  : 


^( 


"^fW^'-^^^^^^l 


=  v'd: -  {/kj:,  +  (v'/^ -^ v'A-. A. ) -y' A- A  -  V A-, A, ). 

Si  l'on  ne  veut  pas  clianger  ces  trois  signes,  il  faut  ajouter  encore 
au  côté  gauche  de  l'équation  le  terme  ^ \.i k'/Jx  ,7^ ,  ;  et  l'équation 
prend  alors  la  forme  suivante  : 
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Sur  le   nombre  des   classes  de  formes  (jiiadratiiiucs   hiiidircs 
d'un  discriminant  positif  fondamental  ; 

Par   m.    LEUCU. 


Les  toiiiK.'s  hiiiaires  à  cocflick'iils  fiuicis 

ax-  -f-  l'J:y  -i-  c  V-      tiii      (  a,  /;,  r^, 

(lui  an|>art'niiiiiiit  an  inôinp  discriminant  |»osilif  Xi  —  li^  —  l\ar,  se 
(lislrihncnt  en  un  niimln.-  lini  de  classes  (|ne  je  désigne  par  CI(D). 
Un  diseriniinanl  est  dit /o//</a///^v//a/,  s'il  ne  lui  correspond  «jue  dos 
foiines  [irimilivcs,  c'est-à-dire  sans  divisi-ur  eoininnn  di-s  coeflicieiits 
a,  /',  '■.  Nous  ne  considérerons  (pio  A*'^  discriminants  fondamentaux. 
l)'a[)rès  les  méthodes  analylicpies  de  Diriclilet,  la  déierminaliun  du 
nomlire  (-l(D)  dépend  de  la  solution  fondamentale  de  réipiatimi  d.- 
Fermai 

c'est-à-dire  de  la  solution  com|)osée  des  plu-  p<'lils  entiers  positit>  I  .  I   . 
En  désignant  par  E(^D)  la  ipiantilé 

T  *-  1  vît 

Jouni.  Uc    Miillt.  1  .V  M-ric),  l-iii.-  l\.    -  l  .1-' ■    IV,  >;"■>.  l'.t 
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j'ai  obtenu,  cii  iirappiivaiil  sur  les  reclifrclies  de  Diiichlcl,  la  l'oruiule 
suivante  (  '  ) 


(^.) 


u  désignant  une-  (|uantité  positive  arbitraire,  et  le  symbole  (  —  )  axanl 


la  signification  liabituelle  du  signe  de  Legendre,  généralisé  par  Kro- 
necker. 

En  opérant  sur  la  formule  (2j  sans  auciuie  modification,  les  appli- 
cations numériques  seraient  encore  pénibles.  Nous  voulons  montrer, 
dans  cette  Note,  que  la  formule  (2)  est  susceptible  d'une  modification 
qui  rend  facile  le  calcul  du  nombre  des  classes,  même  si  la  valeur  du 
discriminant  est  assez  considérable,  en  supposant,  bien  entendu,  qu'on 
connaît,  avec  une  certaine  approximation,  la  quanlité  logE(D). 

.l'introduirai,  dans  ce  but,  la  quantité 


(3) 


s-V'|^Q--*-i£<-^- 


puis  je  désignerai  par  ^  les  entiers  i,  2,  .S,  .  .  .  (|ui  satisfont  à  Tune  ou 
l'autre  équation 

(4)  f^W-.  ou  r^Uo. 


et  je  pose 


(')   Mémoire  couronné  par  lo  Grand  priv  ilos  Sciences  mattiénialiqnes  en  1900. 
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en  convenaiil  de  léduire  à  la  iiioilié  les  ternies  r|ni  rorrespondenl  an\ 
valeurs  de  j5  telles  que  (y-\  =  (). 
On  aura  alors,  au  lieu  de  (  -j), 

(9.")  (:i(D)io^i-:(D)  =  s-  2P-  20, 

et  je  vais  prouver  que  la  quantité  S  s'obtient,  avec  une  grande  a[)proxi- 
mation,  sous  forme  finie,  puis  je  vais  détcrniiner  le  nombre  des  termes 
ipron  doit  prendre  dans  les  séries  P  et  (^  pour  pouvoir  obtenir,  an 
moyen  de  la  formule  (2"),  le  nombre  entier  Ci(D).  Le  nombre  des- 
dits termes  est  relativement  assez  petit. 

En  même  temps,  j'établirai  de  nouveau  la  formule  (2),  puis<jue  le 
Mémoire  qui  la  donne  n'est  pas  encore  imprimé. 


I. 

Soit  /(  z)  une  fonction  réelle  et  positive,  décroissante  dans  l'inter- 
valle  (  i'  ...  X):  nous  considérerons  seulement  les  valeurs  dt-  r  con- 
tenues dans  cet  intervalle.  L'inégalité  évidi-nlt- 

(iiiiiiii'  iiiiiiii''<!i;ili'iiiiMil 


2  /(">)>  i ''fKr)dx>     2    /< 


m). 


diinl  nu  ((iiicliil  le  tliéuiènic  (le  (  iawcliv   cpic  la  série  V  fi  m)  et  l'in- 
tégrale 

l''/i.r)r/r 
soMi  (M  niénir  It'inps  convcrgenlrr.  i>u  divcri^eiilrs. 
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On  a  ensuite  en  cas  de  convergence  les  inégalités 

dont  on  déduit 

(6)     î; /(v)-("/(-0'/'- --/(")    (o<r<,) 

et  de  ïiiéine 

i/(v)=/"/(^)«^.r +  &'/(«)         (o<2:'<>)- 

Nous  citerons  ces  deux  équations  sous  le  nom  du  Icmme  de  Cauchy. 
Je  vais  en  faire  usage  pour  établir  un  résultat  de  \[.  Kinkelin  (')  et 
qui  consiste  dans  la  relation 

p  tendant  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  bien  entendu. 
La  fonction 

./■(■^•) 


(„.  +  .r)'+P 


étant  en  effet  décroissante,  le  lemme  de  Caucbv  permet  de  conclure 
légalité 


(')   Allgcmcine  Théorie  der  harmonischen  Reiheii  mil  Anwendiin^j;  ntif  die 
Zahlen-TIu'oric  (P/oi;/ami)i  der  Gewerbeschule  Basel,  1861-1862). 
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Il  sVnsiiil,  «•  (Hiiiit  supposé  positif, 

,  ,    v__L__     '     y       '        ,  (>^-t- ")-''-'  I  1 

En  posant,  ponr  nn  moment, 

v=0 

f^V?)  =^(h. -i-v)'^P  ~  p' 
v=o 

r.'ijiiMtion  (a)  devient 


et 


je  vais  en  conclure  d'abord  que  la  limite  de  V(z)  pour  :  infiniment 
petit  est  bien  déterminée.  Soit,  en  effet,  o  une  (pianlité  positive  aussi 
pcliti'  ipioii  !>•  v.'iil.  je  détermine  l'entier  //  par  riné<,Mlité 


et  je  foiiiii-  la  dillérence 

F(p)-F(?')  =  l<''('?)  -  <"'(?')1 +  [^Tri^rpp  -  ô^^l^;;^ 

r  étant  une  ipianlilé  positiv  |)lus  p.lit.'  .pu-  i  comme  r.  Alors  la 
,i,.|i\i.'iiir  p;iiviilhése  du  second  niend.rr  sera  plus  petite  en  valeur 
absolue  (lue  -i,  et  l'on  p.-ul  assifjner  une  limite  p"  telle  cpie  l'im-ail 
\i](p)  —  i',{p  )\<C-o  toutes  les  fois  ipic  les  deu\  quantités  positives 
0  et  s'  restent  inférieures  à  p  .  Cela  découle  de  la  continuité  de  la  fonc- 
tion Ci(  p)  >\u\  est  uni-  Iraus.  eudante  entière.  (  »n  aura  donc 

|F(?)-F(p'»l<«^ 

pourvu  (pie  :  <^  s'  et  ;'<^  s  . 
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Il  s'ensuit  que  l'expression  limF(p)  est  convergente.  Cela  étant, 
p=<> 
l'équation  (a')  fait  voir  que  la  quantité  S  tend  vers  une  limite  déter- 
minée ^o  pour  p  infiniment  petit,  et  puisque 

n  — 1 
v=o 

il  s'ensuil 

«  —  1 
limF(p)  =  5;-^ log(,^-+«)-^  -^i-        (o<&„l.). 

En  passant  à  la  limite  puui'  n  iiidéfiiiiiiient  croissant,  ou  Iruuve 

I"-'     j  ) 

limPCp")  =  lim{  V  — ' ^os(w  +  n)\, 


p 
ou  bien 


"™F(.)=-!:g/ 


ce  qui  est  le  théorème  de  M.  Kinkelin. 


II. 


J'aui'ai  besoin  ensuite  d'une  formule  qui  se  présente  tout  naturelle- 
ment dans  la  théorie  de  la  série  malmsténienne 


(8)  ¥(,v,s,u)^    2    ' T' 

dont  létude  ma  été  suggérée  par  un  Mémoire  de  M.  Appell  (  '  )  et  qui 
appartient  à  une  classe  de  transcendantes  dont  je  me  suis  occupé  à 


(')    Voir  une  Lettre  insérée  auv  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse, t.  III. 
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maintes  re|irises.  Jy  suppose  u  réel  cl  positif,  puis  o<./;<  i,  quoique 
ce  ne  soit  pas  nécessaire. 

Faisons  usage  de  la  (orinule 


«'  -h: 


[(a;  -H  /7i)'-+-  «? 


fpii  a  lieu  poui-  Il-s  valeurs  de  .v  à  partie  réelle  positive,  ipie  je  suppose 
d'abord  supérieure  a  liinlti'  connue  re\ij,'e  la  convergence  de  notre 
série,  et  nous  auroii> 

T(^¥(.,,s,u)=jy^'-\','"'dz   ^  >--"'  =  . 
(  "<ela  liant ,  la  ruriniile  coniuie  de  \,[  théorie  des  foueliuiis  e||i|iii(pi<>s 

i;'""*"=V''1.i -•—=v/f  :-.('>> 

donne,  en  prenant  w  =  ^,  la  représentation 

et  notre  iorinule  devient 
(lu,  eu  (•hani;pant  r  en  rr, 

Pour  ;  iiilininn-nl  petit,  la  fiMnlion  r, (.i;|- 1  diU'èrc  intininient  peu 
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de  l'unité,  etTexislence  de  l'intégrale  exige  donc  que  la  partie  réelle 
des  surpasse  i;  la  formule  (P)  fait  voir,  en  outre,  que  l'intégrale 
existe  encore  pour  u  —  o,  si  l'on  suppose  que  l'on  ait  o  <^  x  <  i .  Or, 
en  faisant  u  =  o,  la  série  (8)  devient 

F(x,s,o)  =  n(.v,s)  ^Rd  -x,s), 
en  dénotant  par  R(x,  s)  la  série  harmonique  généralisée 

(lo)  R(:c,5)=y 


(x  -h  m  Y 

Il  s'ensuit,  si  l'on  introduit  -  au  lieu  de  ;;:, 

(9°)     ^-''t(Ç)[R{x,s)  +  R(i~x,s)]=  f'S:,(x\i=)z~'^dz, 

et  nous  allons  transformer  le  second    membre  pour  qu'il   devienne 
convergent  pour  toutes  les  valeurs  de  s. 

Soit,  à  cet  effet,  a  une  quantité  positive  et  décomposons  l'intégrale 
comme  il  suit  : 

/     l:.,{x\iz)z     '-  dz+  I     b^(x\lz)z     '-  dz; 
'-'(I  '  n 

dans  la  deuxième  intégrale,  mettons  ]S:3(x\iz)  —  i  |  -h  i   au   lieu  de 
'è^(x\  iz),  et  décomposons  les  deux  intégrales;  puisque  la  partie  réelle 

de est  supposée  positive,  on  a 

et  il  vient 


dz. 
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Dans  colle  forimilo,  jo  multiplie  les  deux  membres  par  — '- —  el  je 
prends  .ç  =  i  -+-  p  ;  on  a  d  aijoid 


(s-i)r 


['— -|1] 


(?h 


(p)  désignanl  une  quanlilé  inlininimil  petite  avec  :. 
On  aura  ainsi  la  formule 

R(,r,  I  -i-p)  +  H(i  —  .V,  i-f-  p)  —  ^ 

r        '(^^ 

=     log-  -  loga ;-     •+  (  2) 


'■m 

(Ë)[/---^'"=^--""-f"7^"-J 


et  puis(pie,  d"apiè-«  le  lln-oièiuf  d.-  \l.  Kiukfli 


nri{(.r. 


MmLm..,i^p,_l|=_DiJ, 


nous  aurons,   en   pirnaut    z    iiiliniiiKiit  p<lil  l'I  (■iiipli»\aiit  la  valeur 

COIMHIf 


KO 

\  r(-r)        r( 


r'(x)       r'(i  —  .r)      , ,-,     >      ,      ,    ,      , 


-fi,(.r|/.)'^_/--L-^ll^,/=, 


f(ii  nniie  ipii  <-<l  (rimporlaiicf  capitale  jiour  noire  oitjct  et  ipn-   luuis 

Jonrn    ,h-    Mitih.  (••  Mric).  Lune  I.\.     -   I-jm-.  I\  ,   1903.  3o 
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avons  établie  dans  une  Noie  publiée  an  Bulletin  fie  la  Sociétr  royale 
des  Sciences  de  Prague,  année  1897  ('  ). 


III. 

Dans  la  f'oinmle  f|ni  vient  d'être  obtenue,  je  remplace,  dans  la 
première  intégrale  qui  se  présente  an  second  membre,  la  ipiantité 
'^^{x\  iz)  par  sa  valeur 


'ni 


v^ 


et  puis  j'y  cbange  :;  en  -;  en  dénotant  ensuite  par  C  la  constante 

d'Euler 

C  =  -r'(i)  =  o,  57721:)..  ., 


et  posant,  pour  abréger, 

r'(^) 


r(x)  -'K^O, 


notre  formule  devient 

I  —  C  —  log4Ti  -I-  logr/  —  ■}(.<•)  —  •]/(!  —  x) 


("  ) 


Cela  étant,  je  me  rappelle  la  formule  suivante,  conséquence  immé- 
diate de  la  formule  classique  de  Diricblel, 

Soit  maintenant  D  un  discriminant   fondamental  positif  et  prenons, 


(')  Sur  quelques  formules  concernnnl  les  fonctions  elliptiques  et  les  inté- 
Trrales  eulérienncs. 
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fhiiiv  |;i  tni  iiiiilr  (  M  ')../■  =      ,  l'I,  apivs  iivoii'  iiiiiili|)li<-  piii'  If  >i;;in-  (If 

Legendie  (  j-  \,  ajouloiis  les  rcsullals  [loiir  A  =  i ,  j,  .  .  . .  I  >  —  i . 
A  cause  dos  rplatinns 

(d^)=(7)-  2  (';)="• 

lin  Iroiivf,  fil  laisaiit  iisaf^e  clf  la  ruiiiiulo  (i  2  i,  ri''i|iiali<iii 

2^n(;i,li,i.vi:,i.,^'2;(^;;)  ±  /'■■""""  "^ 
+  »vT3i(5)/' 

Il  —  I  " 

où  nous  avons  lail  usa^f  df  la  Inr  innii'  fonnuf 


..flz 


iiiii  Mili-i>lf  |iiMii  Ifs  ilisfiiniinanls  iondainfiitaiix  |iosilil>. 

La  ijoiiiilf  -oiMiMalion  (jui  se  prcsentf  au  second  nifndnf  sfllfiluf 
f  n  posanl  h    •    m  \)  =^-  11  ft  <'n  ohservani  ipif 

il  \ifnl  ainsi 

l,fs  Ifiiiifs  dr  la  pifuiifio  sérif  sonl  éj;au\  deux  à  dfu\.  pui-  Ifs 
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subslitulions  :;  =  —z — >  :■  =  -^—  donnent. 


e     ^     —  =  —-  e  '  dx, 

à  I)  V  " 

posant  donc,  pour  plus  de  symétrie,  a  =^  jr— >  nous  aurons 


CZ(D)lo8E(D)  =  .Y^2(5)ir_.-«?. 


u  désignant  une  quantité   positive   arbitraire.    C'est  la  formule  (2) 
annoncée  au  commencement. 

IV. 

Revenons   sur  la  formule  (n')  en    cherchant  ce   (ju'cUc    devient 
pour  X  intiniment  petit.  On  a  d'ahord 

d'oii  il  suit  que,  pour  x  infiniment  petit,  le  premier  membre  de  (11*) 
devient 

(y)  C-log'4-  +  loga  + ^• 

Quant  au  second,  tous  ses  termes  restent  finis  pour  x  =  o  àrexception 
du  ternie  m  =  o  de  la  première  somme;  celui-ci  est 

/-■"  ^,:.^dz        I      r'     -c/z        1        r'    -dz       r~^    ,dz 
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OU  bien 

(jc) désignant  un  iiilinitnrnt  petit.  On  aura  ainsi,  rn  su[)piinianl  de  |iarl 
et  d'autre  le  terme  -  et  passant  à  la  limite, 

C  -  log'.z  +  loga  =  -  7^  -+-  2  y  /    >'-""■■'■■ -^ 


e  "-■•—■ 


Posons  a  =  -  et  transformons,  comme  pins  haut,  les  intégrales; 
nous  aurons  la  relation 

c  —  log 'i-         ,-        I  , 
= 7^^  +  s''"-;logr, 

qui  nous  servira  à  évaluer  les  sommes 

Il  résulte,  on  ciVet,  de  la  formule  (i3),  en  y  faisant  f  =  ^i  l'équa- 


tion 


C  — locin  AT        ,  fîî        v"    i  -r''' 

=  -^r^+V/r.-i"f\/n-iJ.„.;'- 
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puis,  Cil  V  prenant  i  -=  1*//, 


=i/; 


.  dx 


C-log/1^ 


+  sJWà-[o^slY)u~  42;|r  r _^''"'"dx 


\  -  —'"  -'m  ,  ïï^ 


Cela  fait,  observons  que  les  équations  qu  on  trouve  en  intégrant  par 
parties, 

/,,  </a-        e^"  f"       ,.  dx  r"    _.:  I  e""'         i    T'    _,:'/.?" 

a;  a  J^  -'"  J.,  ^"  ^  ^«  ' 

donnent  les  inég-alités  suivantes  : 


'  m=l     '"  jn  =  l 


(i,'5) 

En  choisissant  u  de  telle  sorte  que  \)u  eu  même  temps  que  -  soient 

assez  grands  (par  exemple  u  =  i),  les  deuxièmes  membres  des  inéga- 
lités (i  5)  seront  insignifiants,  et  les  quantités  (14)  seront  données  avec 
une  grande  a])|)roximatioii  par  les  formules 

Se  —  loi;  41:  ///        1         /() 

s,  =  ^~^°»-*^  +  sjDu  -  iogs  Du. 
La  somme  S  définie  par  la  formule  (3')  qui  est 
(16)  S  =  S,v'D  +  S, 
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a  donc  pour  valeur  appiorlwl'f;  I  oxprossioii 

1  S  =  -  \  I)  J<)f,'D  -+-  (>  —  \oy;'\-  -h  2\u  -  loga) 

1  —    ^  Mo},'|)  —  (]-(-  log4-  -i-  log«  —  2  V^). 

l-a  [»arlio  dépendaiilc  du  paramèlre  arbitraire  ii,  à  savoir 

(n-VÎ5j(v'«-logvw), 

devient  minimale  pour  //  =  i  et  nous  ferons  toujours  celte  hypothèse. 
On  aura  ainsi  la  formule  approchée,  relative  à  rhyjiolhèse  de  «  =  i , 

(ly)       S  =  -  VD(losl^  ■+"  "•'^'i'"^' '  ~  r '"'n'D -1- o.o2'3o9o. 

et  l'on  |iourra,  dans  la  |)iati(pie,  rcmplacei-  le  second  ineiiibre  par  la 
(piantilé 

^vDlo-D  -  ;lo-I). 

(lès  (pie  le  (liscriiniiiaiil  Ddt-passe  une  certaine  limite,  en  siipp(»aMt. 
bien  entendu,  (pie  la  (^piantit(''  logE(D)  soit  e||e-Mi("-nie  aussi  consi- 
dérable. 

\. 

Nous  allons  maintenant  ('tablir  une  limite  supérieure  de  rerreur  djui 
s'introduit  dans  les  calculs  en  bornant  les  séries 

2à\mfmJ      .--''  ■''  ,U\m)  j    J"      T' 

V     I'  I'" 

à  un  nom  lue  Uni  de  termes,  (pie  je  desi;;ne  respectivement  |)ar  /•,  /• . 
l^es  erreurs  en  (pieslion  seront  en  tout  cas  inférieures  à  des  quantités 
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respectives 

Les  fonctions 
étant  décroissantes,  l'application  du  lemme  de  Cauchy 

donne  immédiatement 

a,.^=l     -^         r~'''(l.c  —  ~  I     i'~'''dx, 

OÙ  l'on  a  posé 

luit  ,  /    Tt 

='-  =  \/d-'       ^=\/d7,' 
puis 

o<S;<.,  o<i<,. 

Or,  l'intégrale  double 

J  =  /     ^  /     C'^'âx 

correspond  aux  conditions  /■<"<-  et  pourra  s'écrire 
(i8)     J=/     c~''''dxl    -r  =  f    <?"'^Wa'[looa- —  log(ar)]r/.< 
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OU,  l'n  fiiisaril  y.r  =  t-, 

(l.S')  J(-,.)  =  f'r-\o^.r(/r--\u<i,-  f  ,'"' dx; 

au  luoNcii  (le  celle  éeiilme  la  valeur  Ar  a,  s  r\[)iiriio  coiiiiiie  siiil  : 

Pour  tninslnriiiei-  //^ ,  ol)s<'rvoiis  (|iir  l'inl/'j^rale  duul)le 
J'=  f\h   r    r-'I± 


coiTCspoiul  au\  ((ludiliuiis  /'  <  r  <  -'    cl  |ionrra  iIduc  èlrc  riiiso  sous 
la  IVurnc 

,.=  f  -^ /•'■'„,  =y(«| _,..)„-.-, 

ou  l)ii-ii 

Fosaul  floue  pour  abréger 
(19)  K(r)  =  .jr",.--,/.,-./"',.-^^. 

on  auia  comuic  \ali'ui  df  l.i  i|uanlili''  />, 

/      I  V  /  K(a'r')        p,   /•'  ./, 

('ela  élaiil,  posons  //  =  ;^,  poni-  (|ne  les  (piiintités 

Journ.  df  Math.  (î'mtic),  101111^  l\.  —  Kj^r.  IV,  iqoJ.  .'M 
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s'ex|iiim('iil   liiirairoiiiciil,  <'l  pieiioiis  ;  pour  variiililr  lii(li'|MMidante. 
En  taisant  usage  des  relations  faciles  à  vérifier 


di  I    /"    _,,  ,  dK.  /■' 

on   trouve  aisément  pniii'  la   i[uantilé  suivante,   partie    |)rinripale   de 

Texpression  de  sa  dérivée  relative  à  ç  : 

-Tir  = /     1'      (il-  +  -77  /     ''      dx. 

Celte  quantité  s'annule  en  prenant  /■  =  /•',  H  ^^  i  et  l'on  voit  que 
l'erreur  devient  à  peu  près  minimale,  si  Ton  prend  le  iioraljre  de 
termes  égal  dans  les  deux  séries,  et  en  supposant  w  =  i.  Nous  poserons 
donc  (Tune  uianiéic  <l(''liuitive 

'='  =  \/iy      '■  =  ^''- 

de  sorte  que  nos  quantités  devieuneul 

«,.^  J(c)  -  -j     r      dx,  b,=^  — .r  J     '■■'—; 

nous  auions  besoin  de  la  quantité  suivante 
(  20  )  r,  =  2  y'  -  «,  +  ù,  =  -^  +  A,, 

qui  déiiuil  la  limite  supérieure  de  Terreur  dont  il  s'agit,  à  savoir 

d.r 


"'■=-\/?  2  W  ^'"■"^■^-+-  2  /.. 
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On  iinra  d'alioid,  au  iiiommi  i\<-  IV'-(|uatioii  (  ■?.  >.  la  ri)riiiiili- 

et  rcxprcssion  >iii\aiilr  de  f^ 

(20')  r^= — H— i î— ' /      /'       a.r  —  Z    I      r'  — 

ai'  ^,  J^,  X 

nous  servira  à  détcrniinfr  le  uonihiv  /•. 
Posons,  [jour  al)rt''f,fei', 

•2.I(>')-i-K('r)  =  A(c), 

de  sort"'  qui'  l.i   ronrlinn  A  -..-la  di'-liiii'-  [)ar  l\'\|ii<'«iiiii 

A(»)  — 2   /     ^'~"  lo{fx■(/.<■ 


{■r^) 


et,  en  posant  ciicuri» 

la  lui  niuif  (  Jti'  I  doiuu'  cuiiinii'  i<>iiM'(|Ufu<e 


{■Ao-')  c,=  ^''''^  -z"Li(v)  (..< 


(  !rla  l'Iaiil.    r<-iMi<-i'  (  !l  (  I  )  )  aNaul   une    |>ai'il<'-   luiinui-.    il  sufliia  d<- 
(-lii)isit'  /'  |iar  la  luudiliou 

tv<  l<iiri:(  h  I, 
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qui  sera  remplie  à  plus  forle  raison,  d'après  ( 'io'-),  si  l'on  fait 

(23)  A{v)'0i\ogV.(D)  (i'  =  OLT-). 

Pour  déterminer  /•,  il  suflira  de  dresser  une  Table  de  valeurs  de  la 
fonetion  A(p)  qui  se  calcule  aisément  au  moyen  de  la  série 


(  A(r)-(ii-C-IoK4)Ç 


(^4)  _,  _  ^^(/iv-|-,)i,2V+l 

v(2v  +  1)*  ' 


A(p)  =  o,o323  +  (2r  —  1 .7724)logp  +  0,6772^ 


9  10  082 


On  a,  par  exemple, 

Au)  =  o,78<)G,         aQ)  =  i,(o(,i.         A(^^j  =  1,9319, 
a(;)=2,3h9,         A(g)=:>.,7o44.         a(^)  =  3,0060, 

A(^|^J=   ■i,2C)()(). 

lîicii  ipie  le  nondjre  /•  des  termes,  ([ue  la  formule  (21)  contient,  ne 
soit  pas  exagéré,  il  sera  néanmoins  beaucoup  plus  commode  de  séparer 
les  termes  qui  correspondent  à  des  valeurs  //?  =  3,  où  l'on  a 

(^50)  ('ï)  =  --  ou         (Ç)  =  o  (■?  =  ?„), 


et  de  prendre 


l^â 


.    ^a=3= 
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on  convenanl  de  réduire  à  la  moitié  tout  terme  ?  =  ?»  correspondant 
à  une  valeur  telle  que  (■^\  =  u.  Le  deuxième  membre  de  la  for- 
mule (21)  devient  alors 

„,,,/     '  »'"  »•"•■ 

et  la  somme  qui  ligure  au  di'hut  asanl  poui'  val<Mir  l'expression  S  —  ca- 
nons aurons 

(26;  (:i(D)lo-K(D)  =  S  -  -..(?,+ Q,)-(i-0)'v, 

avec  la  \alfui'  sui\atili'  (!<■  S  : 

(2('t")       S  =   -\JD(\0<^1)  -^  O,0'\(')lSl  )   —   -iojîl)  -T-  O.O-i'j.iQu. 

qui  a  l'ié  donnée  dans  (17). 

Puisque  la  quantité  1  —  0  se  trouve  entre  o  et  •'.,  la  formule  (  '^(J) 
peut  s'exprimer  par  rinéj.fi!ilé  cpii  résulte,  en  outre,  de  la  condition 
rv<lo-K(l)., 

,     ...              S-3(P,-t-Q,)        ..   ^,M/i->x  ^  S-a(P.+  Q.) 
<^^  )  lo,E(D) u<(.l(I))<         ,„gE(n)        ' 

et  cette  dernière  inéiijalilé  délinil  l'entier  (IIH))  sans  amhij^'uîté.  si 
l'on  en  coiniait  d'avance  la  parité.  Aussi  les  cas  ne  sont  pas  rai<'s  itn 

riné>r;,lité  SIMlle 

(:i(l))loKiHl))<S 

siiflil  pour  déterminer  le  nombre  des  classes 

Notons  encore  une  fois  (pie  nous  avons  posé  a  =  1/   'y  xr  =  f,  et 

cpie  le  nombre  r  se  détermin<'  au  moyen  de  la  condition  (23). 

Lindélerminalion  de  la  fi>:  inub-  (  .•(">)  devient  plus  restreinte,  si  l'on 
V  iiiMplace  ',  par  sa  vab-ur  calculée  au  nmyi-ii  de  la  fornudi-  (  20' K 

l'onli-.   Ic^   ditïuiilli's   du  |iii»blémi"   re\iemienl   duin-  à    la  del.rnii- 
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iialioli  (le  la  solution  fonrlainentalc  de  l'éf[uatiori  de  Fermât 
T»-DU-=  ',, 

dont,  la  théorie  ne  parait  pas  èlrc  encore  assez  avancée. 

Pour  montrer  Tulilité  pratique  de  ce  qui  précède,  je  vais  déterminer 
le  nombre  des  classes  du  discriminant  premier  0  =  9817;  les  discri- 
minants de  la  forme  8/f  -+-  5  seuls  peuvent  avoir  T  et  U  impairs;  pour 
les  autres,  on  a  T  =  2a;,  U  =  ly  et  x- —  Dj^-  ^  i .  J'enqjrunle  à  une 
citation  de  M.  Konen  le  fait  découvert  par  M.  A.  Martin,  que  rentiers 
contient  97  chiffres;  la  quantité  logE(D)  étant  à  peu  près 

logT  =  log2./;, 
on  auia  environ 

logE('D)=  1Î22, 

et  puisque,  dans  notre  cas,  a  =;  o,ot7  88,  la  condition  concernant  le 
nombre  des  termes  devient 

A(p)<alogE(D)  =  4. 

la  valeur  7\./  ^  )  :=  3,2G9  permet  de  conclure  qu'il  suffira  de  prendre 

0""=  ô'  d'où  /•  :=  7. 

.    L'équation  (  —  J  =  —  i  n'admettant  que  des  solutions  j3  ^  5  et  ^  =  -, 

dans  l'intervalle  de  [î=  i  à  ^  =  /-  =  7,  les  sommes  P^et  Q^  contiennent 
deux  termes  chacune,  lesquels  se  calculent  d'ailleurs  facilement. 
Mais  on  trouve  S  =  45o,.'),  d'où 

Cl(D)<|^, 
et,  par  conséquent, 

Cl(D)  =  i  (0  =  9817), 

le  nombre  des  classes  d'un  discriminant  |)remier  devant  ètic  iuq)air. 
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VI. 

Si  le  discriminaiil  l)  iiiliiicl  (oiiiiiic  laitmi  !.•  iioiiiliif  2  ou  3,  les 
valeurs  [ï„  sont  très  noiuljuMise»  cl  l<-  calcul  pinurail  ilcvfuir  pénible. 
C'est  poui(jiioij'auiais  iccouiniandê  de  inodilicr  la  funnule  en  clias- 
sanl  tout  d  abord  les  valeurs  •!«■  rn  (pii  contiehru-nt  ruii  ou  l'autre  de 
ces  farteurs. 

Soit  donc  D  =  V"  i'"  dis(  riuiinaul  pair;  la  somme  qui  ligure  au 
second  membre  de  (21;  ne  contient  ell'ecliv.Mii.-nl  i|iie  des  termes  de 
rang  impair  et  l'on  pourra  l'écrire 

S'-  2(p;-h(,>;)  4  (t)  -  D'v 

où  l*'  l'I  <  >'  sont  les  sommes  1'^  el  i)^  bornées  au\  termes  |irovenanl 
des  \aleurs  impaires  di-  |i},  puis 

s=2;(r. /■■<-■''•'- /'."rT)   <r=.,3,-..:..-i- 

(  ielii  ('liinl,  pos(jns 

nous  aurons  é\  idemineiil 

S  =  S  -    ."^  . 

S  désignani   la   .-«'i  le  eiudie,-  |.lu>  liaul.    Pour  ..bleuir  i.i  cpianlitc  S", 
observons  que  l'on  a 


vit  _,  *''!v»  TTi'"'*' 


rf.r 


ces  tleu\   deiiii.'r.>  quautilo  >oblieunenl  a\er  1 i^rande  appr^xi- 
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malion  au  moyen  des  l'onmiles  (i4)  et  (i4")î  dans  IcsqnoUps  il  faut 
prendre  «  =  4  et  w  =  >;  il  vient  ainsi,  en  eniplovanl  IVeriture  D  ^[^m, 

S,  = -^ h  7^  +  -  logw/         S.  = -^ h  s/w  -  -  log//?  ; 

i  \lni         ^  ■  •* 

,      .         .                                     ^    C  — los4~         » 
on  a  ainsi,  en  écrivant,  pour  un  moment, —  =  A, 

S"=  -\fm,\o^i)i  +  \fm(A  +  i) log/«  +  A  +  i, 

et  puisque,  d'après  (iG*),  pour  D  =  /\//t,  u  =  i  : 

S  =  \^m(ïogi/i  +  2 A  -h  2  +  log-4) log///  +  A  +  1  —  log2, 

il  vient,  en  reirancliani, 

{■2-j)         S'=     \r)i{\<)ii/t/  +  C  —  loi;-  +  2  +  2log;'.)  —  loga 

ou  bien 

(27')  S'=:  -  \J/i/(\ogni  4-  •',,<Si8-7o)  —  (),6()3i47; 

le  nombre  des  classes  sera  alors  déterminé  par  les  inégalités 

,    o\      S'— aP;.— 2Q'  .-1     r^.^    S'— aP;  — aO;.  r^         ,       ■. 

Soit,  par  exemple,  D  =  4"'  =  '1  X  S:hj  =  '}/|3G,  on  a 

iT  =  702/1  X  10", 

d'où 

logE(D)  =  53,28. 
puis 

a  =■  o,o3o8, 
et  enfin 

alogK(D)  =  i,G4; 
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ihservani  (|iie  A(^)  =  J,\n(j.  nu  pciil  prendre 


=  3' 


cl  il  n'y  aura  (iniinf  snlulioii  fli-  l'équation  |  —  |  =  —  i,  à  savoir  ^  =  7. 
On  l!'(iii\(' 

\(><j:rn  -+-  :î,8-.>.  =  9j57,  \fm  =  v>.ç),  '3o, 


donc 


s'<iM.,      a(D)<^, 


Cl(0)  =  2, 


If  ii((riil)i'e  di.'s  classes  devant  ici  èti'e  paii'. 

Le  lecteur  voit  coinnieiil  s<>  modifie  la  fnirnule  ijénérale  en  cas  de 
D  =.  3«/  ou  D  =  I  2/11. 

F^a  nu'tliode  exposée  ici  en  partant  de  la  formule  ('2)  est  ap|>litalile 
aussi  aux  autres  développements  cpie  nous  avons  établis  dans  le  Mé- 
moire couronné,  soit  pour  les  discriminants  positifs,  soit  néjxalifs.  Je 
reviendrai,  dans  une  prochaine  occasion,  sur  les  séries  scmi-conver- 
genlcsqui  se  présentent  dans  ce  dernier  cas,  pour  faire  voir  «pie  les 
méthodes  analyli(pies  présentent  un  réel  avanla|;e  sur  le  procédé  élé- 
mentaire de  la  délerminalion  des  formes  réduites. 


Jour»,  de  Mnih.  (,V  si^rii- ),  tome  IX.  —  Faic.  IV,  tgai. 


SLK     I.KS     KDl  A  IIONS     MX     liKIlINKKS    l'AHTlELLES.  /|03 


Rcclicrclics   sur   las   rqiiii lions   <iii.v   dri  ivres  pavluUrs  ; 

i»AK  w   .1.  Li:  ivoi  X. 


ciiAPi  I  i;i.  1. 

I.KS  i-i»(:tio>s   |)'i:>k  inhmii    m    »  *nuiii.t<- 


i .  i'iililf  (If-  la  ronsidrration  drs  /onctions  d'uni-  injinité  dr  vn- 
riahlrs.  —  Les  inli'-jrrali's  d'un  systèino  cri'-qiiali<nis  aii\  (ir-rivécs  par- 
licllrs  (Irpcndcnl,  t-ii  irénrral,  à'ww  iiiriiiil«Mi.-ii«iiiiltraltli-  dt-  constaiiloN 
ailjilraires;  ce  sont,  par  exemple,  les  valnirs  d.-  eeilaiin-s  d<Tiv(Vs,  nii 
de  certaines  fondions  des  dérivées,  en  nii  pnlul  déicnniné.  Sansdoiili-, 
dans  l'élude  des  conditions  de  déterminai!. >ii  .t  d<-  eonver};enc<-,  il  est 
d'nsaire  de  i;ronper  les  conslanli-s  de  manière  à  eonsliluer  des  en- 
sembles Unis  de  ioiirlions  el  de  constantes  arliilraires.  Il  n<-  fani  pas 
se  dissimuler  cep.-ndanl  (pie  le  jjronpemenl  des  («mslantes  sons  furmi" 
(l(;  fonctions  initiales  est  i)nrem<'nt  arliliei.d  dan>  la  plupart  des  cas. 
Celle  méthode  a  l'avantaire  d"é>iter  la  eonsidérali(»n  directe  des  ,.mi- 
sendiles  iiduii<  ;  file  duim-'  un.'  ima},'e  simple  du  dejrré  d'indétermina- 
liuM  cl  SI'  piéte  avec  facililé  à  la  délinition  des  condilinns  de  conver- 
-.ii...    Mais   ipiand   on    eli.irlie   à    coustilinM'.    .lans   l'ensendile  des 

inl<'Males,  des  irroupcs  naturels,  il  est  inrlispensahle  déconsidérer  la 

II 
totalité  des  paramètres  introduits,  sans  s.-  préoccuper  de  Ifs  rapporter 

à  telle  ou  ti'lle  fonction  initiale. 

Ou  est  auK'iié  ainsi  à  considérer  l<'s  fondions  duu'-  infinité  d.-  \a- 

riahles  indépendantes.  Les  foiidious  ipii  s"introduisi>iil  dan-,  la  théorie 
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des  /-quations  aux  dérivées  partielles  apparlienneiU  d'ailleurs  à  un  type 

simple,  jouissant  de  propriétés  remarquables,  que  nous  allons  d'abord 

définir. 

2.  Êlémcjtts  variables  doiil  dépendenl  les  intégrales  d'un  sys- 
tème d' équations  aux  dérivées  parlielles.  —  Soit  Sun  système  com- 
plètement inlégrablc  d'équations  aux  dérivées  partielles  définissant 
m  fonctions  inconnues  z,,  z.j,  ....  :,„  de  n  variables  indépendantes  x,, 
X.,,  . . .,  x„.  Posons 

On  sait  qu'en  adjoignant  aux  équations  du  système  S  celles  cjue  l'on 
ol)tient  en  les  dinérenliaut  indéfiniment  on  peut  calculer  quelques-unes 
des  fonctions  «  et  certaines  dérivées  j9  en  fonction  des  autres  quan- 
tités z  et  p  qui  restent  arbitraires.  Les  premières  sont  les  dérivées 
principales  de  MM.  Méray  et  Riquier,  les  secondes  les  dérivées  para- 
métriques. Ou  bien  encore,  sous  une  forme  plus  symétrique,  on 
peut,  comme  le  propose  JNI.  Tresse,  exprimer  les  z  et  leurs  dérivées  en 
fonction  de  certains  paramètres  et  des  variables  indépendantes,  de  la 
manière  que  nous  allons  indiquer  :  les  quantités  ::,,  z.,,  .  . .,  z„  seront 
exprimées  à  l'aide  des  *•  et  de  £„  paramètres:  «„_,,  «„  ^,,  w,,,.^,  appelés 
paramètres  d'ordre  zéro  ;  les  dérivées  du  premier  ordre  s'exprime- 
ront à  l'aide  des  x,  des  paramètres  d'ordre  zéro  et  de  t^  nouveaux 
paramètres  appelés  paramètres  du  premier  ordre,  etc. 

En  général,  les  dérivées  d'un  ordre  donné  v  seront  dos  fonctions 
des  X  et  des  paramètres  d'ordre  égal  ou  inférieur  à  v. 

Nous  ai^^eWerons paramètres  fondamentaux  les  paramètres  u  ainsi 
introduits,  et  nous  les  rangerons  en  série  linéaire,  par  ordre  croissant, 
les  paramètres  d'un  même  ordre  étant  placés  suivant  une  loi  quel- 
conque. Nous  affecterons  chacun  d'un  seul  indice  égala  son  rang: 
M,.  «„,  «3,  ... 

Les  paramètres  u  sont  des  fonctions  des  x,  des  ;  et  de  leurs  dérivées, 
telles  que  les  paramètres  d'un  ordre  déterminé  v  ne  contiennent 
pas  les  dérivées  d'ordre  supérieur  à  v,  mais  dépendent  nécessairement 
de  quelques-unes  des  dérivées  d'ordre  v.  Elles  sont  d'ailleurs  suscep- 
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tiblos  crniio  infinilé  d'exprossions,  .Miiiivalentcs  fiilr<-   elles  en  vertu 
(les  (^(|iiiilioiis  fin  sysli'-nie  S. 

."ï.  Propriétés  fonduiiirulalt's  des  solutions.  —  Si  nous  donnons  aux 
variables  .r,  «,  des  valeurs  initiales  x%  u%  les  dérivées  /9,.,,.,, ,„  pren- 
dront des  valeurs />,%,,  ,,.  et  Ton  aura,  pour  n'présmter  les  fonctions 
inconnues,  les  séries  de  Taylor 


(»;  -.=   2  ^'•^■'' 


(X,— j;)'.  (x.-j»,)'.      (j:„-K)' 


a,, a, Oin 


Ces  séries  jouissent  des  propriétés  suivantes,  fondamentales  pour  la 
suite  : 

I.  Lr.s  ili[)'('rrnl.s  li-rnirs  sont  des  fonrtions  annlytlrittrs  dr  tons 
leurs  éléments  x,  ./",  //"  ;  les  termes  d'ordre  ;  ne  depmdmi  pas  des 
paramètres  d'ordre  supérieur  à  v. 

C.lu'Kiue  terme  est  donc  uin-  fonction  dini  nombr.'  liiii  d'élémrMils 
\aiiiil.les  X,  x",  u\  mais  ce  nombre  croit  en  {général  indéfinim.-nt  avec 
le  ranj;  du  terme  considéré. 

II.  Dans  le  domaine  des  i/uantités  rumplexes  on  peut  assif^ner 
pour  rtuirun  de  ces  éléments  variahles  une  aire  simple  de  varia- 
tion 

A.r,,     A./-, A.< \u'\ 

telle  (jue  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  ees  variahles  qui  sont 
intérieures  aux  aires  correspondantes,  lesséries  considérées  soient 
uniformément  conKer<ientes. 

Cette  propriété  est  une  ctmséipieiue  immédiate  de  la  démonstration 
qu'on  donne  babituellement  de  l'existence  des  inléi^rales  par  la  mé- 
lliode  des  fondions  majorantes,  pourvu  que  l'on  prenne  comme  para- 
iiiéln-s  fondamentaux  les  déri\écs  paramétriques  de  MM.  .Méray  et 
Ui(iuifr.  Dans  le  cas  {général,  nous  supposerons  les  paramètres  choisis 
dételle  façon  (pu-  la  pro|>ri<'té  subsiste.  Nous  a|i|)<>llerons  domain.' A 
celui  qui  est  constitué  par  l'ensendtlcdes  valemsdes  éléments  vanabl<-s 
intérieures  aux  aires  considérées. 
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H  importe  de  remarquer  que  le  domaine  A  n'est  pas  le  domaine 
dexislence  des  fonctions  z^  mais  un  domaine  restreint  où  ces  fonc- 
tions existent  certainement  et  où  l'on  peut  les  soumettre  à  des  opéra- 
tions déterminées. 

III.  Etant  donné  un  nombre  positif  t,  on  peut  dé  1er  minci-  un 
nombre  atelqu'en  négligeant  dans  les  séries  (i)  les  termes  qui  con- 
tiennent les  param,ètres  d'indice  supérieur  à  ^  le  module  du  reste 
négligé  soit  inférieur  à  i,  pour  toutes  les  valeurs  des  variables 
intérieures  ou  domaine  A. 

(k'tte  propriété  est  une  conséquence  de  la  précédente,  puisque  le 
rang-  des  termes  qui  contiennent  les  paramètres  d'indice  supérieur  à  u. 
ci'oît  indéfiniment  avec  le  nombre  u.. 

IV.  Les  séries  (1)  représentent  des  fonctions  analytiques  de 
chacune  des  variables  x,  a",  m",  et  même  de  tout  ensemble  conte- 
nant un  nombre  fini  de  ces  variables. 

4.  Domaine  restreint  dans  un  champ  d'une  infinité  de  variables. 
—  Nous  allons  maintenant  entreprendre  directement  l'étude  des 
fonctions  d'une  infinité  de  variables  qui  présentent  en  tout  ou  en 
partie  les  caractères  que  nous  venons  de  définir. 

Soient  ,r, ,  .r,,  . . .,  .c„  .  . .  des  variables  formant  un  ensemble  infini 
dénombrable.  Il  faut  d'abord  définir  pour  cet  ensemble  un  domaine 
restreint  de  variation.  S'il  s'agit  de  ([uantités  réelles  nous  ferons 
correspondre  à  chaque  variable  .x„  un  intervalle  (a„,  i„),  (a„<^„); 
l'ensemble  des  inégalités 

o„<.r„<b„ 

définira  le  domaine.  S'il  s'agit  de  quantités  complexes  on  représentera 
chaque  variable  x„  par  un  point  d'un  plan  et  on  lui  fera  correspondre 
dans  son  plan  une  aire  simple  A„dans  laquelle  le  point  considéré  devra 
rester  enfermé.  Nous  supposerons  dans  tous  les  cas,  pour  le  domaine 
restreint,  que  les  limites  relatives  à  chaque  variable  x„  (soient  les 
nombres  a„,  />„;  soit  le  contour  de  l'aire  A„)  sont  indépendantes  des 
valeurs  atli'ibuées  aux  autres  variables  dans  leurs  limites  respectives. 
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Ici  se  présente  une  considéialiim  (|ni  n'a  pas  d'analo^rie  clans  la 
lliéorie  des  fonctions  d  un  nondui-  liniile  de  variables;  loisijue  n  croit 
indrfininienl,  il  peut  exister  une  inlinité  de  dill'érences  //„  —  u„  infé- 
rieures à  tout  nombre  positif  t  sans  être  rij,'oureusenicnl  nulles.  Un 
liiil  analogue  est  également  possible  pour  les  variables  complexes.  Si 
celte  circonstance  se  présente,  nous  dirons  que  le  domaine  est  tVa- 
nouissanl. 

Kn  général,  les  résultats  qui  vont  suivre  sont  applicables  aussi  bien 
aux  domaines  évanouis.saitfs  cpi'aux  domaines  non  lisanoiiissanls. 
Cependant,  certains  énoncés,  certains  procédés  de  raisonnement 
demanderaient  quelquefois  une  légère  modification.  C'est  pourquoi 
nous  supposerons  en  général  le  domaine  non  é^anouùisant.  On  peut 
toujours  évidemment,  par  un  changement  dt;  variables,  rendre  le 
domaine  consid<''ré  non  évanouissant. 

Nous  appelons  A  le  domaine  défini  par  les  limites  considérées  et 

nous  regardons  tout  ensemble  de  valeur^  r,.   /   /. comme 

les  coordonnées  d'un  point ./;. 

Le  point  ./■  ap()artient  au  domaine  A  si  imiies  ses  < onr  «lonnees  soui 
enfermées  dans  les  limites  correspondantes. 

a.  Fonctio/ix  (l'itrif  injinilr  dr  variabU's.  Fonctions  com^ergrntt's. 

—    Une   fonction   J\.i:  )  —  J\.i\,  x.. /„....)  est  définie  dans   le 

domaine  A  si  à  lout  point  ./•  du  domaine  correspond  une  valeur  bien 
déterminée  pour  la  fouet  ion. 

La  déiinition  de  la  conlinuité,  dans  un  domaine  non  évanouissant, 
est  la  même  (jue  |ioui'  les  fonctions  d'un  nombre  limité  «le  variables. 

i^a  fonction  y(.i)  est  continue  dans  le  domaine  non  évanouissant  .\ 
si,  étant  donné'  un  nombre  positif  arbitraire  £,  on  peut  lrou\er  un 
riipinlue  r,  le|  (pie  les  inégalités 

eiilraiiieiil  la  siiiv.iiite  : 

lA-'  + /')-/(  .c;|<£. 

I  On  a  posé  /(  ./  ,  ^  //,.  .(•,-+-  //, I, -f-  A,.  ...>=/(  /■  -^  //)|. 

(les  di'iiiiilioiis  soiil   iiiiiipeii(laiil<">  de  la  iii.iiiièie  donl   on  établira 


(4) 
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la  correspondance  entre  la  valeur  de  /i^j:')  et  le  système  de  valeurs  des 
variables  x,,  x.,,  . .  -,  x„ 

Il  y  a  lieu  maintenant  d'introduire  une  notion  nouvelle,  celle  de 
fonction  convergente. 

Soit  X-",  (.x°,^",  ...,x",  ...»  un  point  déterminé  du  domaine  A; 
x"  +  A,  (x-"  -t-  A,,  x\  -f-  Aj,  . . .  )  un  autre  point  arbitraire  du  domaine. 
Désignons  par 

/m(^t-"  -H  A,  .r")  =  /(a,-;  -f-  A , ,  .y-l'  +  A,,  .  . . ,  .r-;;,  +  A,„,  .r;;,_^, ,  x\^.,,  ...) 

la  fonction  qu'on  obtient  en  négligeant  dansy(,r"+  A)  les  accroisse- 
ments A,„+,,  />,„+■2^  ■  •  •  de  toutes  les  variables  dont  l'indice  est  supérieur 
à  m.  Nous  dirons  que  la  fonction  f{x')  est  convergente,  si,  à  tout 
nombre  positif  s,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  /«',  tel  que 
l'inégalité 

(2)  '"  !>  '"' 
entraîne  pour  conséquence 

(3)  |/(x-"  +  A)-/„l^.r"+A,.r")l<s. 

Lorscju'on  regarde  le  point  j""  comme  fixe  et  les  A  comme  des  quan- 
tités variables,  la  limite  trouvée  ///  dépendra  en  général  des  A.  Nous 
dirons  que  la  fonction  est  uniformément  convergente  si  Ton  peut 
choisir  m'  de  telle  façon  que  l'inégalité  (2)  entraine  l'inégalité  (3), 
quels  que  soient  les  A,  sous  la  seule  condition  que  le  point  .<,"-(-  A  soit 
intérieur  à  A. 

Si  la  limite  m'  peut  être  prise  indépendante  des  A,  on  peut  aussi  la 
prendre  indépendante  des  x".  La  démonstration  est  immédiate,  en 
remarquant  que  l'on  a  identiquement 

I  /(./•"  -H  A , ,  x\  +  A , /•;;,  -I-  A,„,  .f",^,  -I-  A,„^ ) 

I  ==  f/(.r"  +  A , ,  x"  -I-  A.,  . . . ,  ./-,"„  +  A,„,  x°,+|  -t-  A,„^, ,  . . . ) 
,  -/„,U"  +  A,.r«V| 

I  —  I  ./\'"  +  ^'  1  '  ■'■'•  -^  I' ■!,■■■,  •'■)!,  -t-  /',;o  ■^•)Ui  +  />m+. ,  •  •  ■ ,  K,+p  -t-  Am^,„  •  •  •) 

I  -/,„(.r"-4-A.  x")]. 
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Il  est  visiblo  que  la  définition  (|uc  nous  donnons  des  fonctions  con- 
vergentes ou  iiniforniéiiKMit  converj^^-ntes  comprend  celle  des  séries, 
dos  produits  inlinis,  etc.  Dans  une  série  x, -h  x, -i- ... -f- j„ -+-••■»  1^ 
somme  S  est  la  limite  de  la  somme  S„  obtenue  en  attribuant  la  valeur 
zéro  à  tous  les  termes  dont  l'indice  surpasse  n\  dans  un  produit  infini, 
c'est  par  Tunité  qu'on  remplace  les  facteurs  dont  le  rang  surpasse  une 
certaine  iiuiilr.  Le  choi.v  de  la  valeur  de  comparaison  x"  est  suggéré 
par  la  nature  de  la  question  dans  ces  eveuqdes  simples;  cependant,  on 
pourrait  aussi  dans  une  certaine  mesure  la  regarder  comme  arbitraire. 

Une  fonction  peut  évidemment  être  convergente  et  même  unifor- 
mément convergente  sans  être  continue.  De  même  elle  peut  exister  et 
même  être  continue  sans  être  convergente.  L'exemple  le  plus  simple 
nous  en  est  fourni  par  le  prolongement  d'une  série  de  Taylor  «-n  dehors 
de  son  cercle  de  convergence. 

Soit  f{z)  une  fonction  analytique  de  z  dans  une  aire  simple  C 
contenant  l'origine;  en  désignant  par  j„,  x-,,  ...,  les  valeurs  des 
dérivées  pour  ;;  =  o,  on  a  donc  à  1  irili  i  ii  in  du  cercle  de  convergence 

(5)  /(;)  =  x.+  ^-4---'^=^  +  .... 

llcgardons  cette  valeur  comme  une  fonclinn  de  ./.-,,  xv,,  . . .,  ./„,  .  •  ■■,  z, 
et  désignons-la  par  o(x,  z).  Les  variables  .<•,,  x..^  ...,  x„,  ...  pourront 
parcourir  le  cliamj)  entier  des  valeurs  des  x  pour  lesquels  la  fonction 
J{z)  reste  analytique  dans  l'aire  C. 

Soit  a  un  point  de  l'aire  C  e.vlérieur  au  cercle  de  convergence  de  la 
série  (5).  La  fonction  <p.(.r,  x).  dans  laquelle  on  regarde  a  comme  une 
constante  numéricpic,  est  bien  déterminée  et  même  continue,  mais  elle 
n'est  pas  convergente.  On  a  en  elli'l 

,                   .1-,  1         .r,      ,  j-,„     „, 

o,_(  .1-,  o,  X)  =  ./•„  H ■ — I a*  -(-...  -(-  -,  a'", 

et  cette  expression  ne  tend  pas  vers  s(_.f,  %)  quand  m  croit  indéfiniment. 
Il  y  a  donc  lieu  d'établir  une  distinction  entre  le  domaine  d'existence 
et  le  domaine  de  convergence  il'uue  fonction  d'une  infinité  de  \ariables. 
On  peut  rap[)rocber  ces  réilexions  des  considérali<»ns  de  .M.  Ijorel  sur 
les  séries  divergentes. 

Journ.  de  Math,  (j*  scric   ,  luuic  l\.  —   Ijsc    IV.   'i'-  ^^ 
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6.  Séries  normales.  —  Une  fonction  convergente  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  convergente  dont  chaque  terme  de  rang  fini  ne 
contient  qu'un  nombre  limité  de  variables. 

En  effet,  la  série 

Œ\  I  ^"('^"^  +  [Mx^+k^x")  -f{x'>)] 

(  +[/,(r^°+A,a;»)-/,(^»4-/i,a,»)]  +  ... 

satisfait  aux  conditions  énoncées  et  a  pour  limite /"(.ï"  +  li). 

De  plus,  si  cette  fonction  est  unifomiémenl  convergente,  la  série 
l'est  également. 

La  série  (6)  n'est  qu'un  cas  particulier  des  séries  que  nous  appelons 
normales  et  qui  sont  caractérisées  par  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Elles  sont  uniformément  convergentes  dans  le  domaine  con- 
sidéré ; 

2°  Chaque  terme  de  rang  fini  ne  contient  qu'un  nombre  fini  de 
variables. 

Toute  série  normale  représente  une  fonction  uniformément  con- 
vergente. 

Les  séries  qui  représentent  les  intégrales  analytiques  des  équations 
aux  dérivées  partielles  sont  des  séries  normales. 

7.  Calculs  sur  les  /onctions  uniformément  convergentes.  Séries 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  uniformément  convergentes.  — 
On  peut  effectuer,  sur  les  fonctions  uniformément  convergentes,  les 
opérations  ordinaires  de  l'Algèbre  :  les  résultats  sont  encore  des  fonc- 
tions uniformément  convergentes. 

La  somme  ou  le  produit  d'un  nombre  limité  de  fonctions  unifor- 
mément convergentes  est  une  fonction  uniformément  convergente. 

Le  quotient  de  deux  fonctions  uniformément  convergentes  est  une 
fonction  uniformément  convergente,  pourvu  que  le  dénominateur  soit 
différent  de  zéro  dans  le  domaine  considéré.  Considérons  mainlenant 
une  série 

U,  -h  U.^-h  .  .  .  -h  Ui-h  .  .  ., 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  uniformément  convergentes  dans  le 
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domaine  A.  Supposons,  d'autre  pari,  que  celle  série  soit  unifor- 
inrnicnl  convergente  dans  A.  Je  dis  qu'elle  y  représente  une  fonction 
uniformément  convergente. 

Désignons  par  S"''(x)  la  somme  des  /  premiers  termes  <l  par 
S|;;(x''-t-//,  x").  ce  que  devient  S"' ( x" -+- // }  quand  on  y  néglige  les 
accroissements  des  variables  dont  l'indice  est  supérieur  à  m.  Soit  de 
même  'è(x)  la  somme  de  la  série  considérée,  S„, ( x "-+-/«, x"  )  ayant 
la  sigiiilication  ordinaire. 

Il  s'agit  de  démontrer  que 

SCx"  4- A,x»)  -  S^lx" -+■ //,  X») 

tend  vers  zéro  avec  — 

C'est  là  une  conséquence  immédiate  de  1" identité 

I  S(x''-i-/<;-S„(x-»-HA,x'') 
(7)    )      =[S(x-»-4-/i)-S<"(x''+A)]  +  [S"'(x"'-(-A)-S;:'(x:<'4-A,x'')) 
I  _[S„,(a;''+A,x'')-S:;'(x-<'4-A,x")]. 

Ayant  choisi  un  nombre  positif  £,  on  peut,  en  vertu  de  la  conver- 
gence uniforme,  trouver  un  nombre  i  tel  ([ue  1  inégalité 


t>/' 


entraîne 


(  |S   (x-»+/t)        -S"'(.r"4-//)|<3 


(ui.-l  que  soit  liiidicc  m.  Le  iioiidire  t  éUinl  fixe  et  choisi  de  manière  à 
satisfaire  à  celle  condition,  la  fonction  S"'(x-  )  est  uniformément  con- 
vergente ;  on  peut  donc  trouver  un  nombre  m  telipie  l'inégalité  m  >  //«' 
ail  pour  conséquence 

(9)  lS"'(x-<'-i-//)  -  S,;.\x'-f- //,./")!<  3- 

l'.n  réi.nissaiil  l.-s  résultais  (7),  (8),  (9)  on  arrive  donc  à  celte 
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conclusion  qu'il  est  possible  de  drterminer  un  nombre  m'  tel  que 
l'inégalité  m  >  m'  entraîne 

I  S(:r»  +  h)  —  S„(x»  -f-  //,  X»)  I  <  £. 

La  proposition  suivante  se  démontrerait  comme  pour  un  nombre 
limité  de  variables  : 

Une  série  uniformcmcnt  convergente  dans  un  domaine  A  et  dont 
les  ternies  sont  des  fonctions  continues  dans  ce  domaine  y  repré- 
sente une  fonction  continue. 

8.  Fonctions  analytiques.  —  Les  propriétés  des  fonctions  analy- 
tiques peuvent  s'étendre  aux  fonctions  f(-i')  d'une  infinité  de  va- 
riables, uniformément  convergentes  dans  un  domaine  A,  et  telles  que 
fmi,-"'"-^  A,  x°)  soit  une  fonction  analytique  de  A,,  /?o,  .  . .,  A^,  quelque 
grand  que  soit  m.  Nous  dirons  que  toute  fonction  /(x)  [)0ssédant  ces 
caractères  est  une  fonction  analytique  de  Tensemble  infini  x,,  rj,  . . ., 
x'„,  . . .,  dans  le  domaine  considéré. 

La  fonction /(ic)  étant  uniformément  convergente  est  développable 
en  série  normale  : 

f{x)  =  Ug(x)  +  u,(x)-\-  ...  -+-  u„,(x)  +  .... 

Remplaçons-y  x  par  x"  +  tli  et  supposons  les  h  assez  petits  pour 
que  les  points  x'"  -+-  tli  restent  intérieurs  au  domaine  A  pour  toutes  les 
valeurs  de  t  de  module  inférieur  ou  égal  à  un.  La  série 

f{x''-\-tIi)  =  Mo(x''+  th)  +  u,{x''-h  th)  +  ...  +  u„{x'>-h  t/i)-h... 

a  pour  termes  des  fonctions  analytiques  de  /  et,  en  y  regardant  /  comme 
la  seule  variable,  elle  est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  du 
cercle  de  rayon  un,  ayant  pour  centre  l'origine.  Cette  série  repré- 
sente donc  une  fonction  analytique  de  /  qu'on  peut  développer  en  série 
de  Mac-Laurin.  Le  coefficient  de  f  dans  le  développement  est  égal  à 
l'intégrale  de  Caucliy 


U,(.-./0  =  A/-<îjii^>,/= 
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cvaliiôo   suivant  la   circonféiL'iico  de  rayon    un   ayant    pour   centre 
rorij;ine  ou  suivant  tout  autre  contour  ér|uivalent. 

Nous  allons  faire  voir  que  \jp{x\li)  est  une  fonction  uniformè- 
menl  comergente  des  h  dans  un  doniainr  n-stn-inl.  Soit  en  edet 
U""'(a.-'',/i,  o)  rexpression  obtenue  en  rfiii[ilaraiit  par  des  zéros  tous 
les  II  doiU  rindice  surpasse  m.  On  a 

.1,»,,/    „   /                '     rf(x''+zli)—f„,^j-'--^zli,x<')   , 
\ip{x\hj  -  \j;'(x\h,o  )  -  — J  -^ ^, dz. 

\jC  module  de  la  tlillérence 

/(./■»  ■+-  zli  )  -/,„{  ./■"  -^  ;//../•"  ) 

reste  inl'éiieiir  à  un  iioiiilirc  positif,   £,„,  el  riiil.\i;ralioii  esl  ell'eeluiM' 
suivant  une  eirconfi-rence  de  rayon  un. 

lien  résulte  donc,  d'après  un  tliéorèine  de  M.  i>ail)OU\  : 

u.o.l  I  l   ,,(./•",//)-  U;"(-/-"./'.  o  )]<  £,„. 

Le  nombre  i„  tend  vers  zéro  avec—-  Ncdre  proposition  '-l   dnne 

démontrée. 

La  fonclion  U  ""(j?",//,n  )  est  dérivée  d'une  fonction  de  m  variables 
indépendantes,  les  variables  dont  l'indice  esl  supérieur  à  m  élanl 
regardées  connue  des  coiislanles. 

On  a  donc 

La  fonclion  I  ,,m",//)  étant  la  liniile  île  L  ^j"  (.<„.//,<•),  loi-stpi.-'  /// 
croit  indélininient,  nous  poserons  aussi 

0 

Kn  réunissant  ces  résultats,  nous  avons  le  ibéorèine  suivant  : 

La  fonclion  analvlnjuc  fyj"  -^  h)   rsl    dcicloppabic   dans    un 
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domaine  restreint  on  série  uniformément  convergente  par  la  for- 
mule 

le  terme  général  l]p(x„,h)  de  la  série  étant  une  fonction  unifor- 
mément convergente  des  h,  définie  par  l'égalité 

(II)  u/a-»,A)  =  (2;'7*~)"'/(a.°). 

Je  ne  m'arrête  pas  à  énumérer  toutes  les  conséquences  intéressantes 
que  l'on  pourrait  déduire  de  ce  théorème  concernant  les  expressions 
infinies.  Je  me  borne  à  signaler  la  suivante  que  l'on  obtient  par  la  con- 
sidération du  premier  ternie  dépendant  des  h  : 

U,(xo,A)  =  2'A.^. 

Soient  A  un  domaine  restreint,  A'  un  domaine  contenu  dans  A; 
soient  d'autre  pari  çp,  (x),  Qi{x),  . ..,  o„(x),  . . .,  des  fonctions  exis- 
tant dans  A'  et  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  à  tout  point  x 
de  A'  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  /j,  tel  que  le 
point  {x-h  t(f)  ayant  pour  coordonnées 

a;,-t-/tp,,     ajj-t-^cp,,      ...,     a;„+/(p„,      .... 

soit  contenu  dans  A  pour  toutes  les  valeurs  de  t  dont  le  module  est 
inférieur  à  t^.  La  série 

df  df  df 

est  alors  convergente  dans  le  domaine  A',  si  f  (x)  désigne  une 
fonction  quelconque  analytique  dans  A. 

9.    Propriétés  des  dérivées.  —   On  est  conduit  à  d'intéressantes 
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pro[)[i(''tés  des  dérivccs  par  la  considération  de  la  dilTérence 

f('')-.fn,(.-L-,J:'')  =/(i;,,X.,,X,.  .  .  .  ,X„,X„^, ) 

y    '  -^'n   •  •  •  )  -^m)  ^m^■l  »  *^m.i-2)   •  •  •  ) 

dont  le  module  reste  inférieur  à  une  limite  £,„  <[iii  tend  vers  zéro 


Prenons  la  dérivée  de  cette  difiërence    par   rapport   à   l'une   des 
variables  x,,  et  distinguons  deux  cas  : 


2?  i  >  /// . 

Soit  d'abord  i  =^  ///  —  a.  Supposons  que  dans  son  plan  la  variable  x, 
soit  représentée  par  un  point  situé  à  une  distance  supérieure  ou  égale 
à  0,-  du  contour  de  Taire  A,. 

Nous  avons  alors 

\dx„_a.  t^-Tm-a       |  ~  «m-a 

D'où  l'on  déduit  celte  pn)|)osilii)n  : 

Lrs  dérivées  d'une  fonction  analytique  uiiiformcnient  conver- 
gente sont  elles-mêmes  des  fonctions  iiiHilviiijtirs  iiiiifornnnnnt 
convergentes. 

Si  i"(i[i  a,  ou  Sfcdiul  lieu,  i  =  m  -h  ol,  la  dérivée   .  est  nulle,  <'t 

Ton  se   trouve  conduit  à  l'expression  d'um-  limite  supérieure  de  la 
dérivée  de  la  fonction /(.r) 

I>a  même  méthode  s'ap|)liiiut'rait  évidciiiiiH'iil  an\  <liii\écs  d'ordre 
supérieur,  et  l'on  trouverait 

'>-^&*..  <^*:v«.  à^':^*^  =  «iv.,  8Cv..  sft*.  ' 
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CHAPITRE  II. 

LES    FONCTIONS    QUI    DÊl'ENUEM    DXINE    INFIMTÉ    DE    CONSTAMES    ARBITRAIHES. 

10.   Définition  des  ensembles  de  fonctions.   —   Je  considère  des 

fonctions  z^,z.,,  . . .  ^z^,  dépendant  de  n  variables  indépendantes  j?,, 

x^, . . . ,  ./■„,  et  de  constantes  arbitraires  a,  ^a., r//,, . . .,   en  nombre 

illimité  : 


(12) 


02(./;,a\ 


-/'—?/'(■*■»«)• 


Je  suppose  que  toutes  ces  fonctions  sont  analytiques  par  rapport  à 
la  totalité  des  arguments  x,  a,  dont  elles  dépendent,  et  uniformément 
convergentes  dans  un  domaine  restreint  des  a. 

Les  séries 

admettent  alors  un  domaine  de  convergence  uniforme  sans  que  les  Zaï 
soient  astreints  à  aucune  condition  exprimable  par  des  égalités.  Elles 
définissent  donc  de  nouvelles  fonctions  analytiques  uniformément 
convergentes  des  x',  a,  oa. 

J'appelle  ensemble  de  fonctions  la  totalité  des  fonctions  du  sys- 
tème (12)  quand  les  constantes  a  parcourent  les  systèmes  de  valeurs 
dont  elles  sont  susceptibles. 

En  attribuant  aux  constantes  des  valeurs  déterminées,  l'on  a  un 
système  àe. p  fonctions  particulières  constituant  un  élément  de  l'en- 
semble. 

Un  ensemble  est  linéaire  quand  les  constantes  y  figurent  linéaire- 
ment. A  toutélément  de  l'ensemble  général  (12)  on  peutfaire  corres- 
pondre un  ensemble  linéaire  par  les  formules  (i3),  dans  lesquelles  on 
regarde  les  oa  comme  arbitraires,  les  constantes  a  ayant  reçu  des  valeurs 
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numériques  détormint-os.  \ous  dirons  que  cet  ensemble  linéaire  et 
homogène  est  associé  à  l'élément  considéré  de  l'ensemble  (i  >.  ). 

Un  cnsenihlc  liiK'nlrc  ol  homo^cnf  est  associé  à  loussrs  cléments. 

Nous  allons  MOUS  occuper  principalement  des  ensembles  dont  chaque 
élément  est  compos(''  d'une  seule  fonction  et  nous  commencerons  par 
les  ensembles  lim-aiies  et  homogènes. 

II.  Ensciiihics  linctiircs.  Fonctions  priiiiaifcs.  —  Considérons 
l'ensemble 

(i4)  -  =  fi t  "(  -(-  fi^i  -+-...  -t-  rt/y/<  -4- .. . 

dans  lequel  on  suppose  que  //,,  ii.,,  ....  //<.  . . .  sont  des  fonctions  ana- 
lytiques déterminées  des  variables  ./•,,  x.,, />.  Nous  lesappellerons 

les  éléments  fondamentaux  de  l'ensemble. 

Donnons  aux  constantes  des  valeurs  telles  que  z  et  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre /;?  — I  inclusivement  s'annulent  au  point  de  situation 
générale;,,  ?._,,...,  E„.  Aupointde  vue  formel  il  existe  toujours  pour  les 
constantes  une  infinité  de  valeurs  satisfaisant  à  ces  conditions;  nous 
supposerons  «pie  les  valeurs  choisies  conservent  la  convi-rgence  de 
l'expression  (l 'i).  Nous  dirons  que  l'élément  considéré  est  un  élément 
d'ordre  m  au  point  c,.  En  le  développant  par  la  fornïulc  de  ïaylor 
suivant  les  puissances  de  r, —?,,  x^  —  \.,,  ...,  x„ — ;„,  on  trouve  pour 
l'ensemble  des  termes  du  moindre  degré  un  polynôme  homogène 
d'ordre  /;/  |)ar  rapport  aux  dilTérenccs  x  —  ;.  Nous  ajipellerons  ce 
polynôme  \i\  fonction  primaire  de  l'élément. 

Il  existe  en  général  une  infinité  d'éléments  d'ordre  m  et  aussi  une 

infinité  de  fonctions  primaires;  mais  le  nombre  des  fonctions  primaires 

d'ordre  ///  linéairement  in(li''|>endanles  est  nécessairement  limité  puis- 

(pi'il  n'est  jamais  supérieur  au  nombre  total  des  dérivées  /;i"""~'  d'imo 

r       .•       j  -Il         '     .       r      .  (m  -+-  /i  — i)! 

lonclion  de  //  variables,  c  est  a-due  a  — -, r-- 

/ij  ;  (  «       I  )  ! 

S'il  est  toujours  égal  à  ce  mavimum,  quel  «pie  soil  /»,  nous  dirons 
que  l'ensemble  considéré  est  maximum. 

11  sera  toujours  possible,  dans  ce  cas,  d  alli  ibui-r  aux  const.intes  des 
valeurs  telles   <pie   z  et  ses  dérivées  jusqu'à    mi    ordre  quelconque 

Jotirn.  df  Math.  (S'  «crie),  inmc  l\.  —   l'.i«r.  IV.  iqoI.  »  | 
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prennent  au  point  S,,  ?^,  ...,  l,,  ries  valeurs  arbitrairement  données 
d'avance.  On  pourra  donc  trouver,  dans  l'ensemble,  des  fonctions  z 
telles  que  la  difTérence 

z--F(x,,  x„, /;„) 

s'annule  au  point  ^,,  ^.j,  ....  ;„,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  jusqu'à 
un  ordre  désigné,  aussi  grand  qu'on  voudra,  F  (a;,,  a?,,  . . .,  x„)  étant 
une  fonction  holomorphe  arbitraire. 

Sans  rien  préjuger  sur  la  convergence  nous  pouvons  dire  que  l'en- 
semble considéré  embrasse  alors /o/-W(?//pw^'/?/  la  totalité  des  fonctions 
holomorpbes  de  n  variables. 

Dans  ce  cas  il  ne  peut  exister,  entre  les  dérivées  en  nombre  Uni  des 
fonctions  de  l'ensemble,  aucune  relation  indépendante  des  a,  expri- 
mable par  des  équations  analytiques. 

On  peut  concevoir  seulement  des  relations  où  figurent  une  infinité 
de  dérivées  ou  qui  soient  exprimables  par  des  équations  fonctionnelles. 
Telles  sont,  par  exemple,  dans  le  champ  des  fonctions  d'une  seule 
variable,  les  fonctions  paires,  les  fonctions  périodiques,  etc. 

12.  Propriétés  des  fonctions  d'un  ensemble  linéaire  et  homo- 
gène. —  Les  fonctions  d'un  ensemble  linéaire  et  homogène  jouissent 
de  quelques  propriétés  qui  sont  des  conséquences  immédiates  de  leur 
définition. 

I.  Toute  combinaison  linéaire  et  homogène  d'un  nombre  fini 
ou  infini  d'éléments  de  l'ensemble  en  est  également  un  élément. 

On  suppose,  bien  entendu,  que  si  le  nombre  des  éléments  de 
l'expression  considérée  est  infini,  elle  n'en  conserve  pas  moins  une 
signification  et  représente  toujours  une  fonction  analytique  des 
variables  x  dans  un  domaine  déterminé,  toujours  le  même. 


II.   Si   l'on   prend   un   élément   z,„,  d'ordre   m  au   point   ç,    tes 
rivées  -^  font  partie  de  l'ensemble. 

Ces  dérivées  sont  en  général  dorche  ni  —  i  au  point  ?. 
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IFI.  Toute  dériver  non  nullr  d' une  fonction  pi  i main:  d'ordrr  m 
est  t'uah;  à  ta/onction  priniairr  d'un  l'tcntent  d'ordre  inférieur. 

Soil  011  cflet  z„  un  t'-lùnicul  dOidrc  ni  uu  poiiil  ;,  J^  sa   fonction 

I       1  •    •     •     ff^m  f        .  •  •        •  •  •       ''=^ 

primaire;  la  dérivée  -tj-  a  pour  lonclion  primaire,  au  signe  près,  -, — . 

à  moins  ipie  celt»'  dérivée  ne  soit  iiidli'. 

i\.  Totitc  rondiinaison  bnéairi'  ri  homogène  à  rorjfirirnts 
constants,  non  nulle,  de  fonctions  primaires  d  ordre  ni,  est  lu 
fonction  primaire  d'un  élément  du  rnémr  ordre. 

Par  (oeflirienls  ronstanls  nous  enti'iidotis  i-videmment  des  coel- 
licienls  indi'|)('ndiiiils  des  ./■.  tuais  pouvant  di-pcndrc  des  vanal)les  ;. 

lô.  Kfjualions  primaires.  —  Supposons  cpie,  pour  un  certain 
ordre  m,  le  nombre  des  tonclions  primaires  linéairement  indépendantes 
soit  inférieur  au  maximum.  Nous  pourrons,  dans  ce  cas,  former  une 
ou  plusieurs  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  vérifiées  par 
toutes  les  fonctions  |)iiniaires  de  cet  ordre  et  satisfaisant  aux  conditions 
suivantes  : 

1°  Cliacuiie  d"cllcs  III- coiilicnt  cpie  des  dérivées  d'un  niémc  ordre; 

2°  Les  coeflicienls  sont  iii<li''pi'iidaiits  di's  Narialdi-s  c,  iiiiii>  priiM-ni 
contenir  les  ;  ; 

3"  Toute  solution  de  cis  «ipialinns,  eiiliéif  cl  lioiiio}^éne  d'ordre  m 
en  X  —  ,,  est  une  fonction  priinain'. 

Pour  former  ce  système  il  suffit  d'avoir  l'expression  i,'éiii'Male  des 
fonctions  j)riniaircs  d'ordre  m.  Calculons  successivement  les  d<-ri\ées 
premières,  secondes,  ....  Si  les  dérivées  premières  sont  indepeiidaptes 
nous  passons  au \  dérivées  secondes,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  <pie 
nous  arrivions  à  des  déri\ées  d'un  certain  ordre  ^  qui  ne  soient  plus 
linéairement  iiidépendaiili'<.  1!  existe  alors  entre  elles  un  certain 
noinhre  de  relations  linéaires  et  liomogènes  (pie  nous  savons  former. 
Les  di'-rivées  d'ordre  p  ■+-  i  vérifient  le  sxslemedé-diiil  du  prén-deni  pin 
difiérenlialion,  mais  elles  peuvent  en  outre  être  reliées  par  d'autres 
équations  linéaires  qui  n'en  soient  pas  des  c(m.séqnences. 

En  procédant  ainsi  de  proche  en  proche,  nous  construirons  les  é«pia- 
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lions  que  nous  avons  définies  et  auxquelles  nous  donnons  le  nom 
adéquations  primautés  relatives  à  Tordre  m. 

A  la  rigueur  on  pourrait  se  contenter  de  former  les  équations 
d'ordre  /n  de  ce  système,  mais  il  est  utile,  pour  notre  but,  d'avoir  un 
système  formé  par  les  équations  de  l'ordre  le  moins  élevé  possible  et 
dont  toutes  les  autres  se  déduisent  par  différentiation. 

Les  équations  primaires  relatives  à  l'ordre  m  sont  de  la  forme  sui- 
vante 

u  désignant  la  fonction  primaire,  /•  l'ordre  de  l'équation  considérée, 
les  coefficients  A  étant  des  fonctions  des  variables  H,,  5.>,  .  . .,  ^„. 

14'.   Caractéristiques.  —  Prenons  une  équation  primaire  relative  à 

1  ordre /// et  remplaçons-y  les  dérivées    .   ,    ,   , p— -  par  les  produits 

li''^'  li'^^-. .  .Ii'^^"  de  nouvelles  variables  //,,  h.,,  ...,  //„.  %ous  obtenons 
alors  un  polynôme  homogène  d'ordre  /•,  P(A,,  A2)  •••;  /*«)  que  nous 
appelons  un  polynôme  caractéristique  relatif  aux  éléments  d'ordre  ni. 
Ce  nom,  emprunté  à  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles,  va 
se  trouver  justifié  dans  la  suite. 

Pour  avoir  une  image  géométrique  des  équations  de  la  forme 

(.6)  PvA. ,/.„...,//„)  =  ", 

considérons,  dans  l'espace  à  n  dimensions,  un  plan  passant  au  point 


ç 


Ço,  . . .,  ;„,  et  ayant  pour  équation 


(17)         A,(x-,  -  5,)  +  /,,^(x-,  -  ;,)  +...4-/,,„(j:.„_  l„)  =  o. 

Nous  appelons  élément  caractéristique  relatif  à  l'ordre  m,  au  pointa, 
tout  plan  dont  les  coordonnées  //,,  7;^,  ...,  h,,  vérifient  l'ensemble  des 
équations  de  la  forme  (16). 

La  détermination  de  l'ensemble  des  éléments  caractéristiques  est  un 
problème  purement  algébrique  qui  revient  à  la  recherche  des  solutions 
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coniimincs  aux  équations  (lO).  On  sait  que  ces  solutions  constituent 
un  ensemble  complexe  aucjud  correspondent  des  variétés  à  une  ou 
plusieurs  dimensions  tangentielles  homogènes  (' ). 

Il  peut  y  avoir  par  exemple  :  i"  une  variété  à  «  —  i  dimensicjns  tan- 
■;cnlii--lles  homogènes  de  classe  y„.,,  qui  correspond  à  un  facteur  com- 
mun de  tous  les  polynômes  I';  2°  une  variété  à  n  —  2  dimensions 
homogènes  de  classe  y„_.^,  ...  ;  en  dernier  lieu  on  aura  un  système  de 
Y,  plans  distincts  ou  confondus,  .le  donne  à  cet  ensemble  d'éléments  h- 
nom  de  complexe  ('-)  caractéristique  relatif  à  l'ordre //j.  Les  nombres 
"„_,,  '',,-a,  .  • .,  Ym  toujours  rangés  dans  le  même  ordre,  s'appellent  les 
indices  du  complexe. 

Il  y  a  équivalence  complète,  au  point  de  vue  des  formes,  entre  les 
èciualions  primaires  et  les  polynômes  P.  D'autre  part  le  complexe 
caractéristi(|ue  étant  connu,  il  est  toujours  possible  de  former  un 
ensemble  d'équations  homogènes  d'un  ordre  désigné  r  vérifié  par  tous 
les  éléments  caractéristiques,  et  tel  en  outre  que  toutes  les  autres 
équations  d'ordre  r  vérifiées  par  ces  éléments  soient  des  combinaisons 
linéaires  et  homogènes  des  relations  ainsi  formées  ('  ». 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que  la  connaissance  du  complexe 
caractérisliquc  relatif  aux  éléments  d'un  ordre  donné  détermine  com- 
plètement les  équations  primaires  correspondantes. 

Donc  : 

Deux  systèmes  d'équations  primaires  ayant  les  mêmes  cléments 
caractéristiques  sont  équn'alents. 

Les  éqtialionsprimaircs  sont  susceptiblesdune  inlerprélalion  gecune- 
trifpic.  l'.ii  égalant  à  zéro  la  fonction  primaire  d'un  élément  d'ordre  m 
on  a  récpialion  d'un  cône  ilans  res|iace  à  n  dimensions. 


(')  Le  nombre  de  dimensions  d'une  variole  (ifsigiif  101  |»iiir  nous  le  nombre 
des  variables  homogènes  donl  dépend  chaque  élément  de  la  variété. 

(»)  Nous  employons  ici  le  mol  complexe  parce  (juil  s'a^il  d'une  figure  com- 
posée. 

(')  Si  /•  esl  inférieur  à  m  il  n'evisle  pas  nécessairement  d'équation  d'ordre  / 
de  la  nature  indiquée.  Mais  quand  il  en  existe  on  peut  toujours  les  former. 
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Tous  les  cônes  ainsi  obtenus  sont  apolaires  par  rapport  au  com- 
plexe caractéristique  correspondant. 

Considérons,  en  particulier,  les  fonctions  de  deux  variables  indépen- 
dantes a;  et  j;  le  complexe  caractéristique  se  compose  d'un  système  de 
droites  concourantes.  Si  la  courbe  représentée  par  l'équation  z„,  =  o 
possède  au  point  ^,  y]  un  point  multiple  d'ordre  m,  les  m  tangentes  de 
la  courbe  en  ce  point  forment  un  système  apolaire  par  rapport  aux 
droites  caractéristiques.  Lorsqu'il  y  a  seulement  deux  droites  caracté- 
ristiques les  m  tangentes  considérées  forment  un  système  cyclo-pro- 
jectif  (')  ayant  les  caractéristiques  pour  rayons  doubles  :  le  rapport 
anharmonique  du  système  formé  par  deux  quelconques  de  ces  tan- 
gentes et  les  deux  droites  caractéristiques  est  égal  à  une  racine  Trà""" 
de  l'unité. 

En  particulier,  lorsque  les  caractéristiques  sont  les  droites  isotropes, 
les  tangentes  à  la  courbe  ;,„  =  o  forment  une  étoile  régulière  à 
m  rayons. 

li>.  Changement  du  complexe  caractéristique  quandm  varie.  — 
Pour  étudier  la  modification  que  peut  éprouver  le  complexe  caracté- 
ristique quand  on  passe  des  éléments  d'ordre  m  à  ceux  d'un  ordre  dif- 
férent, nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante  :  lorsqu'une 
fonction  v  des  variables  a-, ,  a-,,,  . . . ,  ^„  satisfait  à  un  système  d'équations 
linéaires  et  homogènes  aux  dérivées  partielles,  dont  les  coefficients  sont 

indépendants  des  variables,  les  dérivées  - —  vérifient  le  même  système. 

11  résulte  immédiatement  de  là  et  des  propriétés  énoncées  au  n°  12 
que  : 

Tout  polynôme  homogène  d'ordre  m  —  i  en  x,  —  \^,  Xo  —  ^j,  . . ., 
qui  satisfait  au  système  des  équations  primaires  relatives  à 
l'ordre  m,  est  une  fonction  primaire  d'ordre  m  —  i. 

Par  suite,  tout  élément  caractéristique  relatif  à  l'ordre  m  est  aussi 
un  clément  caractéristique  relatif  à  l'ordre  m  —  i  avec  un  degré  de 
multiplicité  au  moins  égal. 

(')  CliiBscii,  Leçons  sur  la  Géométrie.  Trad.  Benoist. 
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L'inverse  n"a  pas  néccssairomoiil  lion.  Il  peut  exister  des  éléments 
caractéristiques  relatifs  à  rorcln-  m  -  i,  «pii  cessent  d'appartenir  au 
complexe  relatif  à  Tordre  ///. 

Il  résulte  de  là  que  les  fonctions  primaires  relatives  à  Tordre  m  satis- 
font nécessairement  aux  équations  primaires  relatives  à  Tordre  m  -  i 
et  à  celles  qui  s'en  déduisent  par  difl'érentiation  relativement  aux 
variables  .c.  Mais  elles  peuvent  vérifier  en  outre  certaines  équations 
primaires  additionnelles  (pii  ne  soient  pas  des  conséquences  des  pré- 
cédentes. 

Si  ces  équations  nouvelles  n'existent  pas,  le  complexe  caractéristique 
est  le  même  pour  Tordre  m  -  i  et  pour  Tordre  m.  Si  elles  existent, 
il  y  a  un  abaissement  du  complexe  caractéristique,  en  ce  sens  que 
certains  ensembles  d'éléments  cessent  d'en  faire  partie. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  partant  de  l'expression  des  fonc- 
tions primaires;  l'expression 

.„=  [A.(.r.  -  ":,,)  + l'.K-r.-lù  +  •  •  •  +  ^-C-^™  -  Ul" 

représente  une  fonction  primaire  d'ordn-   m,  pourvu   que  Télément 

//,.  // h„  soit  caractérisli(jue. 

Si,  de  plus,  les  coordonnées  //,.  //,,  .  ...  /'„  annulent  non  seulement 
les  polynômes  caractéristiques  P,  mais  encore  leurs  dérivées  parlielles 
par  rapport  aux  //  jusqu'à  un  ordre  donné  ix  -  i  inclusivement,  c'est- 
à-dire  si  l'élément  considéré  est  un  élément  caractéristique  multiple 
d'ordre  a,  les  expressions  de  la  forme 

w^  =  Q^_.  (-r  -  l)  [/',(•'•.  -  ?.  )  -^-  ''.(•'•.  -  5,)  -^-  •••  +  K{x,  -  $,)]'^'*' 

où  (,)a  .  dési^me  un  polynôme  arbitrain-  homogène  d'ordre  [a  -  i ,  re- 
présentent encore  des  fondions  j.rimaires  d'ordre  m.  Inversement, 
quand  ces  expressions  rei>réseutent  des  fonctions  j)rimaires,  Télémcnl 

Il     I, /,,_  est  un  élément  caractéristi(pi«'  «Tordre  u.  ou  d'ordre  su- 

périt'ui-. 

Ij,  .xpriniaMl  qu.-  les  dérivées  ^.  ^  sont  des  fonctions  primaires 
d'ordre  ///       i.  on  arrive  encore  aux  conclusions  énoncées  plus  haut. 
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iG.  Indices  caractéristiques  et  complexe  caractéristique  de  l'eri- 
semble.  —  Considérons  d'après  cela  ronsemblc  Y^"_,,  "iC.o,  •  •  -,  y"'  des 
indices  du  complexe  caractéristique  relatif  à  l'ordre  m.  Le  nombre  y"_, 
ne  peut  augmenter,  d'après  ce  qui  précède,  quand  ni  croît,  sans  quoi 
il  s'introduirait  des  éléments  caractéristiques  nouveaux;  mais  il  peut 
arriver  que  le  cône  caractéristique  de  classe  y^"_,  ,  à  (n  —  i)  dimensions 
tangentielles  homogènes,  n'appartienne  plus  en  totalité  au  complexe 
caractéristique  relatif  à  l'ordre  m  ■+-  i . 

S'il  est  irréductible  et  que  l'un  de  ses  éléments  cesse  d'être  caracté- 
ristique pour  l'ordre  m  -H  i ,  il  n'y  aura  plus  pour  cet  ordre,  ni  pour 
les  ordres  supérieurs,  de  multiplicité  caractéristique  à  «  —  i  dimen- 
sions; mais  certaines  multiplicités  à  moins  de  «  —  i  dimensions  tan- 
gentielles, précédemment  situées  sur  la  variété  considérée,  pourront 
conserver  la  propriété  d'être  caractéristiques  et  s'adjoindront  aux  sui- 
vantes, ce  qui  aura  pour  effet  de  faire  croître  les  nombres  y™_„,  y™^^, 

Si  la  multiplicité  caractéristique  déclasse  n  —  i  n'est  pas  irréductible, 
une  ou  plusieurs  des  parties  irréductibles  qui  la  constituent  pourront 
disparaître  du  complexe,  et  il  en  résultera  encore  l'accroissement  pos- 
sible des  nombres  y^l,!  Th'-:i»  ••••  Le  même  raisonnement  s'applique 
aux  variétés  à  moins  de  n  —  i  dimensions  qui  entrent  dans  la  compo- 
sition du  complexe  caractéristique.  En  résumé,  nous  arrivons  donc  au 
résultat  suivant  : 

Lorsque  m  croît,  aucun  des  indices  caractéristiques  ne  peut  aug- 
menter, à  moins  que  l'un  des  indices  précédents  ne  diminue.  En  par- 
ticulier, le  premier  indice  ^^"^ ^  ne  peut  croître. 

Comme  les  valeurs  des  indices  sont  essentiellement  positives  ou  nulles, 
Il  arrivera  forcément  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  m  ils  reste- 
ront tous  constants. 

Soient  r„_,,  r„  .,,  ...,  F,  les  valeurs  finales;  il  existe  un  complexe 
caractéristique  ayant  ces  nombres  pour  indices  et  qui  est  contenu  dans 
les  complexes  relatifs  à  tous  les  ordres  sans  exception.  Nous  l'appelons 
pour  cette  raison  le  complexe  caractéristique  de  l'ensemble.  A  partir 
d'une  certaine  valeur  de  m,  le  complexe  caractéristique  relatif  à 
l'ordre  m  se  réduit  au  complexe  commun  et  le  système  fondamental 
des  équations  primaires  reste  le  même,  ou  plus  exactement,  il  ne  s'y 
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introduit  Hautros  «'•quiitioiis  nouvelles  <|Uf  cflles  qui  se  déduisent  par 
difTorentiation  des  étjuations  d'ordre  inférieur. 

Pour  les  fonctions  de  deux  variables  indépendantes,  il  n'existe 
qu'un  seul  indice  caractéristiqiin  V ,  ipu-  nous  appellerons  la  classe  (') 
de  ronscniblc. 

17.  Equations  aux  dérùéi's  partir ll<-s  ilc  Vi'usemhli'.  —  Les  fonc- 
tions de  Tensemble  considéré  satisfont  à  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  que  nous  allons  former,  et  dont  les  résultats  précé- 
dents indiquent  des  caractères  généraux. 

Supposons  qu'on  ait  disposé  des  constantes  a,,  Oj,  ...  de  manière 
que  la  fonction 

r  =  «,  ;/,  ■+■  a.^u.^-h  . . .  -h  (tkiik  -•-•■■ 

s'annule  au  point  de  situation  gcm-iab'  :,,  ;..  ...,  ;„,  ainsi  que  toutes 
ses  dérivées  jusqu  à  l'ordre  ni  —  i  inclusivement.  Soit,  d'autre  part, 
P,„(m)  =  o  une  équation  primaire  d'ordre  ///  et  relative  aux  éléments 
du  même  ordre  au  point;,  (^elte  expression  ]*„/«)  est  une  combinaison 
linéaire  quelconque  des  équations  primaires  fondamentales  et  de  leurs 
dérivées,  ne  contenant  que  les  dérivées  d'ordre  ni  de  la  fonction  ti. 
Elle  s'annule  au  point  i  quand  on  remplace  77  par  un  élément  arbi- 
traire z„  d'ordre  ni. 

D'après  cela,  le  système  suivant  d'équations  linéaires  dans  lequel  on 
regarde  «,,  a.j,  ....  a^,,  ...  comme  les  inconnues,  et  où  l'on  a  donné 
aux  j;  les  valeurs  ;  : 


OH; 


o  =  a,  u,  +  a^u.,  -+-...  4-  «^//a  -+-  •  ■ 
au.  àii^  Jiii 


(')  LiB.  Lripz.  lierichte,    1895,   p.    1 1.?.    L'identité  de  «ignifîration   est   dt'jà 
évidcnle. 

Jourii.  de    Math.  (5*  •.cric),  l.niif  l\.  --    Ka'C.  IV.   lyoJ.  •^5 
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entraîne  comme  conséquence 


(19) 


o  =  a,P„,(M|)  -+-  a2P„(«2) 


«aP^C^a)- 


On  suppose  bien  entendu  que,  dans  cette  dernière  équation,  on  a  éga- 
lement donné  aux  x  les  valeurs  ^.  Comme  les  éléments  fondamentaux  u 
ne  dépendent  pas  des  ^,  il  est  indiflérent  de  faire  la  substitution  avant 
ou  après  la  difTérentiation. 

Les  équations  (18)  et  (19)  contiennent  une  infinité  d'incoimues,  mais 
on  peut  se  borner  à  en  considérer  un  nondjre  limité  p  que  Ton  fera 
ensuite  croître  indéfiniment. 

Rien  ne  s'oppose  donc  à  l'application  de  la  théorie  générale  des 
formes  linéaires. 

Formons  la  matrice  infinie 


(M) 


".(2) 


âi<. 


d"'-Ui., 


P,«(''0    P«/«.) 


P,„("a) 


Comme  l'équation  (19)  est  une  conséquence  du  système  (18),  les 
éléments  de  la  dernière  ligne  de  la  matrice  (iM)  sont  des  combinaisons 
linéaires  et  liomogènes  des  élémeuls  correspondants  des  lignes  précé- 
dentes. 

U  existe  donc  au  moins  une  relalion  linéaire  de  la  forme. 


(20) 


P,„(?0  +  -1^= 


(a, 


■x„\--\i  -.i:  ■  ■  ■;  --n) 


■«(;) 


qui  est  vérifiée  par  tous  les  éléments  fondamentaux  de  l'ensemble  et, 
par  conséquent,  par  Ions  les  éléments.  C'est  une  équation  aux  dérivées 
partielles,  linéaire  et  homogène,  d'ordre  ///,  dans  la([uelle  on  peutévi- 
deuimeut  renqjlacer  les  ;  par  les  x. 
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Le  nombre  des  équations  linraircment  indépendantes  par  rapport 
aux  dérivées  d'ordre  m  que  Ton  obtient  ainsi  est  égal  au  nombre  des 
équations  primaires  indépendantes  de  l'ordre  considéré.  Il  est  donc 
entièrement  déleiininé  par  le  complexe  caractéristique  correspondant. 
Il  n'existe  pas  d'autres  relations  d'ordre  ///  vériliées  par  toutes  les  fonc- 
tions de  l'ensemble,  car  en  sujiposant  iiullrs  toutes  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  m,  on  ne  doit  trouver  d'autres  relations  que  celles  qui  se 
déduisent  des  équations  primaires. 

Nous  avons  donc  le  moyen  de  former  progressivement  pour  les 
valeurs  croissantes  de  m  les  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires 
et  homogènes  auxquelles  satisfont  les  fonctions  de  l'ensemble. 

Supposons  que  nous  ayons  construit  les  équations  d'ordre  ///  et 
d'ordre  inférieur;  j)assons  aux  équations  d'ordre  /// -f- i .  Parmi  les 
équations  primaires  relatives  aux  éléments  d'ordre  /«  +  i ,  se  trouve  le 
système  formé  par  les  dérivées  des  équations  primaires  relatives  aux 
éléments  d'ordre  n}.  Si  le  complexe  caractéristique  reste  le  même, 
toutes  les  équations  primaires  d'ordre  m  -f- 1  se  trouvent  formées 
ainsi,  et,  dans  ce  cas,  toutes  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
m  +  \  àc  notre  système  s'obtiendront  par  des  combinaisons  linéaires 
des  équations  d'ordre  inférieur  et  de  leurs  dérivées.  Si,  au  contraire, 
l'un  des  indices  diminue,  c'est  qu'il  s'est  adjoint  au  système  précédent 
des  équations  nouvelles  qui  n'en  sont  pas  des  conséquences.  A  partir 
du  moment  où  les  indices  caractéristiques  restent  constants,  il  ne 
s'ajoute  plus  aucune  équation  étrangère,  le  système  est  complet. 

Notre  ensemble  linéaire  de  fonctions  constitue,  pour  le  svstèmc 
correspondant  d'érpialions  aux  dérivées  partielles,  une  intégrale  géné- 
ral»; au  sens  d'Ampère.  D'après  la  manière  dont  nous  avons  procédé 
pour  former  ce  système,  il  est  visible,  en  elTct,  qu'il  n'existe  pas 
d'autres  équations  linéaires  vériliées  par  toutes  les  fonctions  de 
l'ensemble.  Il  n'y  a  pas  non  pins  d'équations  non  linéaires  distinctes 
de  celles  cpie  l'on  pourrait  former  par  la  combinaison  des  équations  de 
notre  système,  car  des  formes  linéaires  sont  (ihsolunirut  inilrpfn- 
danles  dès  (lu'elles  sont  linéairement  indépendantes. 

Nous  trouvons  en  délinilive  le  théorème  suivant  : 

.'/  loiil  rnsi'inhlr  linrairr  i/r  fumtio/i.i  nnalyti(furs  on  peut  faire 
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correspondre  un  système  complet  d'équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  dont  l'ensemble  considéré  constitue  une  intégrale  générale 
au  sens  d' Ampère . 

18.  Solutions  d^un  système  linéaire  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  —  Réciproquement,  à  tout  système  passif  (au  sens  de 
MM.  Méray  et  Riquier)  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles, 
on  peut  faire  correspondre  un  ensemble  linéaire  convergent  de  fonc- 
tions, car  les  intégrales  du  système  s'expriment  linéairement  à  l'aide 
de  valeurs  que  prennent  en  un  point  arbitraire  les  dérivées  paramé- 
triques, et,  de  plus,  ce  sont  des  fonctions  uniformément  convergentes 
de  ces  paramètres  dans  un  domaine  restreint. 

La  mesure  de  la  généralité  ou  le  degré  d'indétermination  des 
solutions  peut  être  défini  par  le  nombre  des  dérivées  de  chaque  ordre 
que  l'on  petit  choisir  arbitrairement.  Or,  considérons  les  équations 
primaires  relatives  à  l'ordre  m  et  amenons-les  toutes  à  être  d'ordre  m 
par  des  différentiations.  Le  nombre  des  équations  distinctes  que  l'on 
obtient  est  précisément  égal  au  nombre  des  relations  distinctes  existant 
entre  les  dérivées  d'ordre  m  et  les  dérivées  d'ordre  inférieur.  Les  deux 
systèmes  ainsi  considérés  :  d'une  part,  le  système  proposé,  et,  d'autre 
part,  le  système  des  équations  primaires  des  différents  ordres,  ont 
entre  eux  la  même  correspondance  que  deux  systèmes  d'équations 
linéaires  ordinaires  de  même  déterminant  dont  le  premier  serait  quel- 
conque tandis  que  le  second  serait  homogène. 

Il  en  résulte  que,  pour  avoir  la  mesure  de  la  généralité  et  même  les 
caractères  principaux  de  l'indétermination,  il  est  permis  de  remplacer 
les  équations  du  système  proposé  par  les  équations  primaires,  en  ayant 
soin  de  ramener  toutes  les  équations  primaires  relatives  à  l'ordre  m  à 
être  elles-mêmes  d'ordre  m. 

Les  indices  caractéristiques  de  l'ensemble  définissent  le  nombre  et 
la  nature  des  fonctions  arbitraires  qui  déterminent  Tintégrale.  Il  y 
aura  r„_,  fonctions  de  (//  —  i)  variables,  r„_.  fonctions  de  («  —  2) 
variables,  etc.  Le  complexe  caractéristique  donne  ainsi  une  image 
très  nette  de  l'indétermination  du  système. 

Quant  aux  constantes  qui  achèvent  de  déterminer  la  solution,  leur 
nombre  dépend  des  différences  successives  des  indices  y"'  relatifs  aux 
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(liiïcTcnts  ordres.  Il  y  aurait  pcut-rtro  avantage  à  reiiijilaci'r,  au  jjoint 
de  vue  (h-  rénuun'ratiou,  la  considi'ralion  des  constantes  pai-  celle  de 
polynômes  d'un  nombre  donné  de  variables  et  d'un  ordrr-  dt-lrMiuiné. 
On  pourrait  dire,  par  exemple,  que  l'intégrale  générale  d'une  é(]uation 
difl'érentielle  d'ordre  m  est  déterminée  par  un  polynôme  d'ordre/»  -i-  i 
dans  le  voisinage  d'un  point  z^. 

Nous  ne  développerons  pas  ces  considérations  riont  nous  n'aurons 
pas  à  faire  l'application  dans  ce  travail. 

Signalons,  [)Our  terminer,  cette  simj)le  icman|ui'  :  Iniscpie  !<•  svs- 
tènie  proposé  se  réduit  à  une  équation  unique  et  à  celles  (jui  s'en 
déduisent  par  dilTércntialion,  le  complexe  caractéristique  se  réduit  à 
un  cône  a  (n  —  i)  dimensions  tangentiellcs  homogènes  et  dont  la  classe 
est  égale  à  l'ordre  de  réfjuation  de  hase.  Su|tposons  ce  cône  indécom- 
[losahle  algéhiiquemeiil.  Alois,  loitle  autrr  l'quation  linéaire  ayant 
en  commun  ai'ec  la  pioposée  un  cn.scmlile  d'irtléiirales  dépendant 
d'une  fonction  arbitraire'  de.  (n  —  i)  rarialde-s  en  admet  toutes  les 
inli'^rales. 

19.  Ensembles  non  linéaires.  —  Considérons  mainti-nanl  un 
ensemble  non  linéaire  délini  par  l'écpiatinii 


(.,) 


i(.ï,,  x.^,  . . .,  .i.'„,  a, . 


la  fonction  o  étant  snp[)Oséo  analyliqui"  el  unifnrmémi'iit  cnnvcrgcnle 
par  rapport  aux  a,  dans  un  domaine  restreint. 

Diflércntions  :;  par  rapport  aux.t-  et  désignons  par  «,,  u.j,  ....  u^ 

la  suite  formée  par  z  et  ses  dérivées  rangées  par  ordre  croissant,  les 
dérivées  d'un  même  ordre  étant  d'ailleurs  placées  d'une  manière  (|uel- 
('on(]ue.  Prenons  toutes  les  dérivéï's  juscpi'à  un  ordre  déterminé  p 
iiH  lii>i\eiiieril  il  formons  avec  ces  éléments  la  malriee  suivante  : 


(-22) 


Oa, 

ihiy 

du 

àa, 

()fi. 

da^ 

du. 

Ou, 

du 

da, 

0(1, 

(irtjj 

du,, 

du,, 

du  f 

an, 

thl. 

du  y 
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Si  tous  les  déterminants  d'ordre  p  de  cette  matrice  ne  sont  pas  nuls 
identiquement,  on  pourra  trouver  des  valeurs  des  constantes  donnant 
aux  fonctions  u^,  i/.,,  . . .,  iip.  . .  .  des  valeurs  désignées  d'avance  en  un 
point  Ç,,  Ço,  . . .,  H„,  de  situation  générale,  sauf  les  relations  d'inégalités 
relatives  à  la  limitation  du  domaine,  qu'on  pourrait  être  amené  à 
écrire  pour  que  la  fonction  ^  existe. 

Faisons  croître  m  ;  la  même  circonstance  peut  se  présenter  indéfini- 
ment; dans  ce  cas,  nous  dirons  encore  que  l'ensemble  considéré  est 
maximum.  Sinon,  nous  arriverons  à  un  certain  ordre  pour  lequel  tous 
les  déterminants  d'ordre  p  de  la  matrice  (22)  sont  nuls.  Il  existe  alors, 
entre  les  fonctions  ;/,,  u.,,  ...,  u^,  des  relations  indépendantes  des 
constantes  a,,  a.,,  ...,  a^,_,  ...;  ces  relations  sont  des  équations  aux 
dérivées  partielles  vérifiées  par  les  fonctions  de  l'ensemble. 

L'ensemble  linéaire  associé  à  chaque  élément  de  l'ensemble  (2t) 
donne  lieu  à  la  considération  de  la  même  matrice  (22).  En  effet,  les 
éléments  fondamentaux  de  cet  ensemble 

àz^        àz_  dz_ 

et  leurs  dérivées  par  rapport  aux  x  sont  précisément  les  éléments  de 
la  matrice.  Prenons  donc,  dans  cette  matrice,  q  lignes  satisfaisant  aux 
conditions  suivantes  :  1°  les  déterminants  d'ordre  q  déduits  de  ces 
q  lignes  sont  tous  nuls;  2°  certains  déterminants  d'ordre  q  —  i  formés 
avec  les  (q  —  i)  premières  sont  différents  de  zéro.  Il  existe  alors  entre 
les  éléments  correspondants  des  q  lignes  considérées  une  relation 
linéaire  unique 

/     o  \  *       alla,  .       alla,  .      àua 

(^3)  A.^+A,^^  +  ...-hA,^'  =  o 

(i  =  I,  2,  ...,  oc), 

A,,  Ao,  .  . .,  Aç  désignant  des  fonctions  des  x  et  des  a. 

C'est  Tune  des  équations  linéaires  auxquelles  satisfont  les  éléments 
de  l'ensemble  linéaire  associé.  Mais,  d'un  autre  côté,  les  mêmes  con- 
ditions expriment  qu'il  existe  entre  les  fonctions  «,,,  «a^,  ••.,  "x  une 
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relation  unique,  indépendante  des  «, 

(24)  /("a,7   "lo    ■      -   «a,,,  -^o  ^2 -<^n)  =  "' 

d'où  Toi)  (ifjdiiil  les  relations 


df  dut,         dj_  dwx^  Jf_  àuz^  _ 

dux,  doi         àu-x,  dfii        '  '  '       ôuai    ôoi 


(25)  ^^'^^  ^  ^^^^^'-\-...  -^-^^  -^=0 


(/=  I,  2 «). 

La  relation  (a'i)  étant  iniinuf  est  é(juival<'nlc  à  (^S). 
Donc: 

A  toute  équation  linéaire  i^érifiéc  par  la  totalité  di-s  éléments  de 
l'ensemble  linéaire  associé  à  un  élément  général  de  rensenihle 
considéré  correspond  une  équation  aux  dérivées  partielles  unique 
à  laquelle  satisfont  les  éléments  de  ce  dernier  ensemble,  et  réci- 
proquement. 

L\''(jiialion  (2"))  appartient  au  système  au.riliaire  ih'  VI.  Darboux. 
(  )n  peut  récrire 

df   .  df    N  àr    ^ 

Ces  résultais  ne  s"ap[iHi|ii(iil  liien  entendu  (ju"au\  éléments  géné- 
raux de  l'ensemble.  11  peut  exister  des  éléments  sini,'uliers  pour 
lesquels  certaines  équations  de  la  forme  (2'i)  s'évanouiraient  identi- 
quement, et  la  correspondance  que  nous  avons  établie  cesserait  alors 
d'être  complète. 

Quand  on  s'en  tii-nt  an\  éléments  généraux,  la  mesure  de  l'indétcr- 
minaticn»  de  l'ensemble  linéaire  associé  est  donc  la  même  que  celle  de 
l'ensemiile  non  linéaire  proposé,  cl  la  considération  du  système 
auviliaiicdc  \l.  Darboux  j)iMniet  d'applicpier  aux  ensembk-s  j^^i'-néraux 
(piehpies-uuesdes  propriétés  des  ensembles  linéaires. 

Nous  avons  en  particulier  le  théorème  suivant  : 

A  tout  ensemble  mm  mmimum  t/e  fonctions  analytiques  on  peut 
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faire  correspondre  un  système  fini  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles, dont  cet  ensemble  constitue  une  intégrale  générale  au  sens 
d'Ampère. 

Le  degré  de  généralité  des  solutions  de  ce  système  est  dé  fini  par 
les  équations  primaires  relatives  à  l'ensemble  linéaire  associé  à 
l'un  quelconque  de  ses  éléments  généraux,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  les  complexes  caractéristiques  des  équations  du  système 
auxiliaire  de  M.  Darboux. 

La  iV'ciproque  est  évidente.  Les  solutions  dun  système  quelconque 
d'équations  aux  dérivées  partielles  analytiques  étant  elles-mêmes  des 
fonctions  analytiques  uniformément  convergentes  des  constantes 
initiales,  forment  des  ensembles  généraux  de  la  nature  de  ceux  que 
nous  venons  d'étudier. 

Les  propriétés  générales  des  équations  aux  dérivées  partielles,  que 
nous  avons  rencontrées  au  courant  de  cette  étude,  ne  sont  évidemment 
pas  essentiellement  nouvelles,  mais  il  nous  a  paru  intéressant  de  les 
retrouver  en  partant  de  la  considération  de  nos  ensembles  de  fonctions 
dépendant  d'une  infinité  de  paramètres  variables.  Il  est  remarquable 
que  des  lois  si  simples  et  si  régulières  aient  pu  se  dégager  de  la  consi- 
dération de  ces  expressions  infinies,  qui  eussent  semblé  d'abord  devoir 
être  rebelles  à  toute  règle. 

20.  Ensembles  dont  chaque  élément  compj-end  plusieurs  fonc- 
tions. —  11  resterait  maintenant  à  faire  l'étude  des  ensembles  dont 
chaque  élément  comprend  plusieurs  fonctions.  Il  est  évident  que  les 
mêmes  méthodes  sont  encore  applicables. 

D'ailleurs,  on  peut  toujours,  avec  ou  sans  addition  d'une  variable 
indépendante  nouvelle,  exprimer  tous  les  éléments  à  l'aide  d'une 
fonction  unique  et  de  ses  dérivées  en  nombre  limité.  Considérons,  par 
exemple,  r  fonctions  :;,,  z.^,  . ..,  s^. 

Posons 

L  =  Z,  -i-  Z.2  CV„+,  -+-  Z^  ■^'„.t-i  -h  .  .  .  -h  Zr  ^„^,  '■, 

les  fonctions  z,,  z<,,  . . .,  z^  s'expriment  immédiatement  à  l'aide  de  Z  et 
de  ses  dérivées  par  rapport  à  *„^., . 
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Nous  nous  bornons  à  ces  indications,  le  présent  travail  étant  spécia- 
lonionl  consacré  à  rétudc  dos  équations  rpii  no  conli«-nnenl  (pi^ino 
fonction  inconnue. 
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21.  Forme  drs  systèmes.  —  Nous  allons  maintenant  prendre 
comme  point  de  départ  un  système  donné  d'équations  aux  dérivées 
partielles,  à  une  seule  fonction  inconnue  z  et  à  n  variables  indépen- 
dantes ./■,,  j  .>,  .  .  .,  ./■„.  Nous  le  supposerons  prolongé  indéfiniment  par 
diirérenliàtiôn  et  les  éipialionscpii  le  composent  écrites  suivant  l'ordre 
croissant,  de  telle  façon  «lu.-  toute  relation  entre  les  dérivées  d'ordre  m 
et  d'ordre  inférieur  qu'on  pourrait  en  déduire  par  des  difTércntiations 
et  par  la  combinaison  des  résultats  obtenus  soit  une  conséquence  aliié- 
brique  des  équations  d'ordre  m  et  d'ordre  inférieur  éaites  dans  le 

svslème. 

'  Nous  liippollerous  le  système  S  et  nous  m  représenterons  les  équa- 
tions par  la  forme  condensée 

,  /(o:,  Z,  p)  —  o, 

(  \P=^>^ »'■"   d.r<i'dxl'...à.r%-J 

Il  y  a  lieu  d'y  adjoindre  le  système  anxili.iirr  d.-  M.  Darboux 

qui  définit  \es  variations  infiniment  petites  du  premier  ordre  do  chaque 
intégrale  du  système  S  cpiand  on  suppose  égales  à  zéro  les  variations 
des  variables  indépeiidanl<'s. 

Le  svstème  S'  est  à  proprenn-nt  parler  inséparable  du  Msten.e  s  el 
doit  être  regardé  comme  constituant  axer  n-  dernier  un  >N>le,iK- 
unique  S,  à  deux  fonctions  inconnues  =  et  <iz. 

Jour,,,  de  .»/"//'    (••  ■«orie),  Umu-  IX.  —  Kj».  .  I\  .  ■>i"l 
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22.   Lr  <irn,ipr(\,.  -  Soil 

(26)  z  =  (p(.r,  .r",  //.") 

la  valeur  de  rinlégrale  z  exprimco  en  fonclion  des  variables  indépen- 
dantes X,  de  leurs  valeurs  initiales  x"  et  des  valeurs  initiales  u"  des 
paramètres  fondamentaux.  Les  paramètres  fondamentaux  étant  des 
fonctions  de  variables  x,  j,  ^,  on  peut  déduire  leur  expression  de  celle 
de  la  fonction  inconnue  :;.  Soit 

(27)  u-=  Oi(x,  x",  w"). 

Remplaçons  dans  ces  équations  .r^.  par  x'I  -t-  //;,  et  considérons  le  svs- 
tème 

(28)  (-.=  .<  +  /'. 

(  ?/,  =  F, (//,./■%  w"). 

On  peut  le  regarder  comme  définissant  un  groupe  de  transformations  G, 
à  n  paramètres  h,,  h.,,  .  .  . ,  A„  dans  lequel  les  éléments  transformés 
forment  une  suite  infinie.  Les  transformations  de  ce  groupe  sont  deux 
à  deux  inverses,  et  aux  valeurs  //,=  o  correspond  la  transformation 
identique. 

Le  groupe  G,  admet  des  transformations  infinitésimales.  En  prenant 
le  développement  de  ?/,  suivant  les  puissances  de  //,,  /i.,,  .  .  . ,  /i„  e\  en 
se  bornant  aux  termes  du  premier  ordre  on  a 

M,  =  M»  +  (■;;  y, ,  +  (,;,.  A  ^  + ...  4- ,-;  „  //„  +  .... 

les  quantités  (•",,  p"^,  .  .  . ,  r",,  étant  des  fonctions  des  variables  x"  et  u". 
Nous  désignerons  par  p,-,,  p,..,  .  .  . ,  r,„.  les  fonctions  analogues  expri- 
mées à  l'aide  des  variables  x,  n.  Elles  jouissent  de  la  propriété  impor- 
tante ([ue  voici  : 

Si  ?/,  est  un  élément  d'ordre  m,  les  fonctions  v^  correspondantes  ne 
dépendent  pas  des  paramètres  d'ordre  supérieur  k  n-h  i. 

Cela  posé,  les  transformations  infinitésimales  du  groupe  G,  sont  des 
combinaisons  linéaires  et  liomoirènes  à  coefficients  constants  des  sui- 
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vantes  : 


(29) 


Ces  transformations  inliniti'-sinialcs  dcpondenl  en  j^'éuéral  d'une  inli- 
nité  de  variables  x-,  u\  mais  il  ny  a  à  cela  aucun  inconvénient  d'après 
la  théorie  j,a'nérale  que  nous  avons  esquissée  au  premier  Chapitre. 

Il  est  évident  que  les  opérations  L',(/).  L\(/),  .  .  .,  L„(/)  ne 
sont  autre  chose  que  des  symboles  de  difl'érenliation  par  rapport  aux 
variables  a;,,  x-.,  .  .  . ,  x,„  quand  on  regarde  les  u  comme  des  fonctions 
des  X  définies  par  les  équations  (2S). 

On  a,  par  conséquent,  (U„Ia.;/=o.  (Juand  on  considère  les 
fonctions  exprimées,  non  plus  à  Taidc  des  paramètres  fondamenlanx, 
mais  à  l'aide  de  -  et  de  ses  dérivées,  il  y  a  lieu  d'envisager,  au  lieu  des 
opérations  U,(/),  les  opérations  suivantes  dont  la  signification  est 
analogue  : 


(3o) 


àf 

^■•àpi,.i ï. 

âf 

1. 

!>.■>.  Invariants  du  i^ruuitr  i\,.  -  !..■  ui -Mip.-  U,  «vl  evideninienl 
iiitransilif;  nous  pouvons  même  dire  intinimenl  intransitif,  car  il  possède 
une  iiilinilé  d'invarianls  indépendants.  Il  est  facile  d'en  former  un  sys- 
tèmi-  fondamental. 

DniuiniK.  (i,iii>  les  équalions  (uS),  aux  variables  imlépendanles  des 

Nal.ur>  miméri«pies  déterminées,  x\,  x\, x„.  Kliminons  dans  celte 

liypolhèsc   les   paramètres  //,,  A^,  .  .  .,  A«  entre  les  é«iualions  consi- 
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dérées,  et  remplaçons  les  variables  initiales  a",  «"  par.r,  u.  Les  valeurs 
que  prennent  les  fonctions  F  : 

I/,  =  ¥p(j:'  —  X,  X,  u) 

forment  évidemment  un  système  fondamental  d'invariants,  car  la  con- 
naissance des  valeurs  des  paramètres  fondamentaux  en  un  point  x' 
suffît  pour  en  déterminer  les  valeurs  en  tout  autre  point  et,  par  con- 
séquent, tous  les  autres  invariants  contenant  uniquement  les  x  et  les  u 
seront  des  fonctions  des  invariants  I^,.  On  voit  que  notre  système  fon- 
damental est  simplement  constitué  par  les  valeurs  (28)  des  paramètres 
fondamentaux  dans  lesquelles  on  donne  aux  variables  x,,  x.,,  .  .  . ,  x^ 
des  valeurs  numériques  déterminées,  tandis  que  l'on  considère  comme 
éléments  variables  les  valeurs  initiales  x",  u". 

Ces  invariants  et,  en  général,  tous  ceux  que  l'on  pourrait  former  de 
quelque  manière  que  ce  soit,  présentent  l'inconvénient  de  dépendre 
d'une  infinité  d'éléments  variables.  Les  cas  où  il  existe  des  invariants 
dépendant  d'un  nombre  limité  de  paramètres  fondamentaux  sont 
exceptionnels  dans  le  domaine  des  équations  à  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  si  un  système  donné 
admet  des  invariants  contenant  les  dérivées  jusqu'à  un  ordre  déter- 
miné m  inclusivement  ou  de  construire  a  priori  des  exemples  de  pareils 
systèmes. 

24.  Le  groupe  G.  —  Les  invariants  I^  et  ceux  qui  s'en  déduisent 
sont  les  seuls  invariants  du  groupe  G,  qui  contiennent  uniquement 
les  X  et  les  m;  mais  ils  sont  insufiisants  pour  caractériser  entièrement 
ce  groupe;  ils  définissent,  en  eflel,  un  groupe  plus  général  G,  con- 
tenant G,  et  dont  les  transformations  infinitésimales  sont  de  la  forme 

A,  U,  -I-  A.  Uj  -I- .  .  .  -H  X„  U„, 

en  désignant  par  A, ,  X^,  . . . ,  A„  des  fonctions  arbitraires  des  x  et  des  u. 
Le  groupe  G  jouit  de  la  propriété  caractéristique  de  laisser  les  inté- 
grales invariantes.  Tout  autre  groupe  possédant  la  même  propriété 
admet,  outre  les  invariants  I^„  des  invariants  différentiels  obtenus  en 
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rcgaidanl  les  x  cl  les  a  comme  des  fonctions  de  certaines  variables,  ou 
même  encore  d'autres  invariants  contenant  seulement  les  x  et  les  u. 

li">.  Transfoiination  tirs  rariahlrs  iniliab-s.  —  A  cùl<"'  dfs  trans- 
formations qui  laissant  les  iiili-grales  invariantes  il  y  a  lien  de  consi- 
dérer celles  qui  les  transforment  les  unes  dans  les  autres. 

Soit 

z  =  ri(x,x'',  u") 

l'expression  de  l'inti'fîralc  générale.   Kn  eflcctuant  sur  les  variables 
initiales  une  transformation  quelconque 

-Â"='|aU'"-""'- 
m"  =  ()i(.c",  II"  ), 

on  olititiil  iiin'  nf)nvrllc  intégrale,  transformée  de  la  première, 

r'  =  o(  V,  x",  u'"  ). 

A  un  système  de  variations  inliniment  petites 

«•^A  =  -.1  '^^  ^""  =  'n"  ''^ 

correspond  um-  \ariati<>M  intiiiimenl  [)etite  di-  ;  : 

intégrale  du  .-Nsléme  auxiliaire  de  M.  Darboux. 

Soient  T"  et  T°  deux  transformations  iulinilésimales  quelconque-* 
relatives  aux  variables  initiales,  .r",  //",  et 

T"     —  V  5»  —     ,    V  y»   '■'- 
*  <• ^  '•»'■  dj-l       ^  '"■  du',  ' 

les   variatinns  iiiliiiitésiuiales  e(U  n^pondanles  de  ;.  On  en  déduit,  par 
la  niélliodi-  (le  Lie.  la  Iransforniatioii  iiiliuilésimale  (T",  T*  ),  à  laquelle 
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correspond  une  nouvelle  intégrale  du  système  auxiliaire 

Supposons  que  l'une  de  ces  transformations,  T"  par  exemple,  ap- 
partienne au  groupe  G,  défini  au  numéro  précédent,  et  qui  laisse  les 
intégrales  invariantes.  On  a  alors 

T;!::  =  o 

et  la  transformation  infinitésimale  précédente  se  réduit  à 

t;t;^. 

D'où  ce  théorème  : 

Quand  on  effectue  sur  une  intégrale  T°  :;  du  système  auxiliaire^ 
associé  à  l'intégrale  générale  du  système  S,  une  transformation 
infinitésimale  quelconque  du  groupe  G,  on  obtient  une  nouvelle  in- 
tégrale du  système  auxiliaire. 

Ce  théorème  peut  être  regardé  comme  une  extension  aux  ensembles 
généraux  de  la  remarque  si  simple  qui  nous  a  servi  de  base  pour  la 
théorie  des  ensembles  linéaires. 

26.  Le  groupe  K.  —  A  tout  groupe  de  transformations  des  variables 
a?",  u"  correspond  un  groupe  de  transformations  des  intégrales,  mais 
les  propriétés  afférentes  à  ces  groupes  ne  sont  pas,  en  général,  des 
propriétés  intrinsèques  des  intégrales,  indépendantes  du  mode  de 
définition.  Elles  se  rapportent  plutôt  à  la  manière  d'être,  à  V allure 
des  intégrales  dans  le  voisinage  du  point  initial  x" .  Pour  que  la  trace 
des  variables  initiales  disparaisse  il  faut  que  les  transformations  con- 
sidérées satisfassent  à  la  condition  suivante  : 

Soient  x,  u,  x* ,  u' ,  deux  systèmes  différents  d'éléments  apparte- 
nant à  la  même  intégrale,  les  deux  systèmes  transformés  correspon- 
dants, x',  u'  et  x'',  u" ,  devront  aussi  appartenir  à  une  même  intégrale 
généralement  distincte  de  la  première. 

Supposons  que  les  deux  systèmes  d'éléments  x,  u,  el  x' ,  u'  soient 
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iiiliniiiuMil  voisins,  posons  alors 

X'  =:  X  +  rfx-,  U'  =U  -h  du. 

Pour  que  les  deux  systèmes  considérés  appartiennent  à  la  même 

intégrale  il  l'uni  it  11  --iiflil  qu'on  ait  les  relations  suivantes  : 

(|ui  devront  «Milralncr,  comme  conséquences,  les  équations  anaiof^ucs 

Nous  sommes  donc  amenés  à  cette  conclusion  : 

Les  seules  iransformatiorts  auxquelles  puissenl  rorrospondre  des 
propriétés  des  intégrales  indépendantes  des  variables  inilialrs  sont 
celles  qui  conservent  l'ensemble  des  équations  (3i). 

L'ensemble  de  ces  transfoiiualions  forme  un  groiqie  K.  que  nous 
appellerons  le  groupe  général  des  trans/orniations  des  intégrales 
du  système  S,  ou  simplement  le  groupe  général  du  système  S. 

Il  est  indillérent  d'effectuer  les  transformations  de  ce  groupe  sur  les 
variables  initiales  x°,  u"  <>n  sur  les  variables  couranli-.  ;  .  ii.  Le  résultat 
est  toujours  le  même. 

Le  groupe  général  K  coiilii-nl  «•vidciiiuKril  K-  L;r<>iqic>  (i  déjà  défini, 
qui  laisse  les  intégrales  invariantes. 

27 .  < 'onditioiis auxqiirllrs  doivent  satisfaire  les  transformations 
infinitésimab-s  du  groupe  K.  —  Soit  ûx,  om,  un  système  de  varia- 
tions inlinimenl  petites  appartenant  au  groupe  K.  D'après  la  pro- 
priété qui  nous  a  servi  de  délinition  on  doit  avoir,  pour  toutes  les 
valeurs  de  l'indice  /, 

(  ;?2>  Ci^du,  -  2  i„  dr,  )  r^   V  A,,  i^dUj  -  2  ''y*  ''-''.) 
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les  X,-^  désignant  des  fondions  inlinimcnl  petites  du  même  ordre  que 
les  variations  ox,  ou.  En  calculant  successivement  les  différents  termes 
du  premier  membre  on  a 

^   ,  7  o  ■v'  don,  ,  v^  dot/,   , 

'  '         ^    Or,,         "         ^^    dUj  •" 

I'  i 

(33)  (  ''dx,  =  dox,  =  ^^^,U„  +  ^-^du^, 

Il  i 


d"où 


(3-'l) 


En  identifiant  les  relations  (32)  et  (34)  on  trouve  les  relations 
suivantes  : 

(36)  - 2, X,y *v,  =  -jj^-  oc,,  -  2  'M ^^  • 

On  peut  donner  à  ces  formules  une   forme  élégante  et  simple  en 
introduisant  l'opération  A/" définie  par  l'identité 

(37)  A/=  o/-2Ua(./>^;,  =  2(;^ï5..v,+  g/:»,)  -"^V^ini-c;. 

On  a,  en  particulier, 

Axa  =  o,         Aui  =  01/ i  —  ^  c,4  ox^, 

/, 

ce  qui  permet  de  mettre  l'identité  (3^)  sous  la  forme 
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LV'(|iiati<ni  (  i>)  donne  alors 

Pour  Iranslornicr  l'oijualion  C'A'n  n'-iiKnii— l.i  <l  alionl  par  ra|>|iorl 
à  ot',v,  : 

*'■'*  =^,.^Z  'u ^j» - 2 ^■'*  -JÏ7  ■ 

Portons  dans  colle  expression  la  vali-nr  de  A,^  donnée  par  l'tWpia- 
lion  (3())  cl  tenons  eoniple  en  onlie  de  l'ideiiliti'' 

7777  =  777;  -  2i  '■'■*  7777  ~  2-  ,1]-  '^•'■*- 

Nons  trouvons 

Le  efteflicicnl  de  0./^  rians  ]<■  prrmier  nn'Mihre  a  [loiir  valiMir 

Mais  les  (ip('Malions  L  /;,  I  ^  l'Iant  |ierinnlalili's,  un  pcnl  écrire 

1'a(«-.*)=  V),v,{ii,)=  n,Li,(i/,)=  u*rM. 

l/t'"(|ualinn  ('|o)  devient  donc 

ou  bien 

( 

Journ.dt   l/<it/i.  (  i*  «liric),  loiiic  l\.  —  Kaic.  IV,  19UJ.  ■'/ 
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ou  encore,  sous  une  forme  plus  significative  : 

(42)  U,a(«,)  =  au,(m,). 

Donc  : 

Les  opérations  U^  cl  A,  appliquées  aux  variables  u,  sont  permu- 
tables. 

Elles  le  sont  également  quand  on  les  applique  à  des  fonctions  quel- 
conques, comme  on  le  voit  immédiatement  en  formant  l'expression 

U,A/-AU,/. 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu.  C'est  la  traduction  algébrique  de  la 
propriété  caractéristique  du  groupe  K  de  rcmjilacer  les  intégrales  les 
unes  par  les  autres. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  les  o  ont  la  siguiiication  de  variations  infi- 
niment petites;  cependant,  on  peut  aussi  les  considérer  comme  des 
quanlilés  finies.  Si  l'on  a,  par  e\enq:)le, 

il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  reuq)laeer  o.t/.  par  £;,  et  cm,  par  Tj,,  à  cause 
de  la  forme  homogène  des  exjîressions  considérées.  Nous  conserverons 

les  nolalions  oa-v,  et  ûm,-  au  lieu  de  -^^  -^,  pour  la  simplicité  de  Fécri- 

lurc,   mais  nous  admettrons  qu'on  puisse  leur  attribuer  des  valeurs 
d'un  ordre  de  grandeur  quelconque. 

28.   Fondions  né/icrafrires  des  transfornnttions  iii/iiiilésimales. 
—  La  permutabilité  des  opérations  U  et  A  permet  de  calculer  les  dif- 
férentes expressions  A«,  (juand  A^  est  supposé  connu. 
Soit  eu  ell'el 

_        ô'-'-'^-- =■"  = 

^*'»' »"  ~  d.rî'<^x?=...rfj«"' 

on  peut  écrire 

T'a,, a ,«„ —   "-  I    '-' 2  •••^n      ' 
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les  exposants  a,,  a..,  ...,  a„  itidi(|iiaiit,  Mfii  enUMidii,  la  iv|i<''tili()ti  des 
opérations  considi-rées. 

On  tire  (le  lii,  en  vertu  de  l'écpiation  (42), 

(fi)  i^p.,.., .„=u:'U^'...u;',-A-. 

D'aulrr  ]iait,  li-s  «,  sont  des  fonctions  des  r,  des  ^  et  desx;  soit 

",  =  Oi(x,  z,p). 
On  a  alors 

(40  la,=  ^lz-^J:^^p. 

La  fonction  As  dépend  en  général  d'une  infinité  de  variables  r,  u: 
par  ailleurs,  au  point  de  vue  de  son  rôle  dans  la  génératiofi  des  trans- 
formations infinilésimales,  elle  présente  une  analogie  évidente  avec 
celle  ipie  Lie  représente  par  le  symbole  W  dans  la  théorie  des  trans- 
formations de  contact,  et  qu'il  appelle  la  fonction  caractcrislique  ('  ). 
Nous  dirons  pour  celle  raison  que  A;  est  la  fonction  caractrristiquf 
ou  la  fonction  génératrice  de  la  transformation  inHuitésimale  consi- 
dérée. 

Le  mot  caractériatique.  ou  même  l'expression  fonction  caracté- 
ri.stif/itc  a  déjà  diUérenles  acceptions  dans  la  théorie  desé({uationsau\ 
dérivées  partielles.  C'est  pourt[uoi  nous  préférons  employer  pour  la 
fonction  A-  l'appellation  do  fonction  génératrice,  qui  ne  présente  pas 
le  même  inconvénient.  Il  est  évident,  en  i-fTet,  (pi'il  n'y  a  aucune  con- 
fusion à  craindre  avec  les  fonctions  génératrices  de  La|>laee. 

29.  Tra/is/'ornititio/is  injinitésiniales  correspondant  à  une  fom- 
tion  génératrice  don/K-e.  Groupe  de  Ihirhoux.  —  A  toute  transfor- 
mation inlinitésimalc  correspond  une  fonction  géncralrice 

A;  =U*(  ./•,«). 

('.liircliuns,  inxciseiuciil,  à  délinir  les  transforma  li(»ns  infinitésimales 
(|ui  r(Miis|Miii(liMil  à  une  foiKlion  caractéristique  donnée. 


(')  LiB.  Transf.  Gruppen,  l.  il,  p.  a5a. 
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Soit  A:;  =  oz  —Ii-y^  o^'a=  ^(-P)  ")• 
Nous  avons  d'abord  la  soliilion  simple 

puis 

§/>«„«, .,=  IJ:'IJ:-...V:;W(j;u). 

La  transformation  infinitésimale  ainsi  obtenue  est  caractérisée  par 
la  propriété  de  laisser  invariantes  les  variables  indépendantes.  A  toute 
fonction  génératrice  correspond  une  transformation  infinitésimale  de 
cette  espèce,  et  l'ensemble  de  ces  transformations  correspondant  aux 
diverses  fonctions  géuéi'atrices  forme  un  groupe  contenu  dansK  et  que 
nous  appellerons  le  groupe  de  Darhoux  du  système  considéré.  Ce  nom 
est  justifié  par  la  relation  qui  existe  entre  ces  transformations  et  les 
intégrales  du  système  auxiliaire  de  M.  Darboux. 

À  toute  fonction  génératrice  correspond,  dans  le  groupe  de 
Darboux,  une  transformation  infinitésimale  déterminée. 

Considérons  maintenant  deux  transformations  infinitésimales  cor- 
respondant à  une  même  fonction  génératrice  W{x,  u). 
Soient 

rs  'S  ^ 

o,x,     o,z.,     o,u, 
5o.r,     o.,z,     o^M 

les  deux  transformations;  on  a 

è,Z~lV,(z)0,X,:^W, 

Lz-lV,(z)B,x,=  W. 
D'où  l'on  lire 

o,z  —  o.,z  —Z{]/,{z)(c,x^—  ^.,Xk)  =  o. 
La  transfoi'maliou  inliuilésiniale 

0,  —  0^  =  (o,x  —  o^x,  0,  r  —  c.^z.  0,  u  —  o-^u) 
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laisse  donc  les  intégrales  invariantes  et  appartient,  par  conséijuent.  au 
groupe  G.  D'où  cette  conclusion  : 

On  obtient  la  transformation  infiniti-.siniali'  la  plus  <i;enéralr  cor- 
respondant à  une  fonction  génératrirr  donnée  en  ajoutant  aux 
composantes  de  l'une  quelconque  d^ entre  elles  celles  de  la  trans- 
formation infinitésimale  la  plus  <iénérale  du  jxroupe  G. 

La  proposition  suivante  en  est  un  corollaire  : 

Toute  transformation  du  aroupe  tsénéral  K  r.st  Ir  produit  tl' uni- 
transformation  du  i^roupe  de  Darhou.r  par  une  transformittion  du 
groupe  G . 

Ce  n'-sullat,  dailleurs,  rlail  à  peu  prés  cvidiMil  a  priori. 

Nous  connaissons  l'expression  générale  des  transformations  infinité- 
simales du  groupe  G.  Pour  achever  de  déterminer  le  groupe  général  K, 
il  suflil  de  défniii-  renscmblo  des  transformations  inliiiitésimales  du 
groupe  de  Darbouxou,  ce  qui  revient  au  mhmih-,  l'ensemble  des  fonc- 
tions caracli''risli([ues. 

50.  Détermination  de  t'insembir  des  fonrtions  génératrices.  — 
Soit/(^.r,  r,  /?)  =  o  l'une  quelconque  des  équations  du  système  S.  La 
fonction  /  s'annule  idenlicpniuent  quand  on  y  remplace  z  et  ses 
dérivées  par  leurs  valeurs  en  functiou  des  |»arainétrcs  fondamentaux. 

On  a  donc  dans  celle  li\  pollièsc-r^  =o  et,  nai-  suite.  A/"=o. 

lui  supposant /exprimée  à  l'aide  de  z,  de  ses  dérivées  et  des  va- 
riables indépendantes,  on  a  |tar  consé(pient  l'éipialinn 

(|ui  ne  dilTère  (pie  [)ar  la  nolalion  de  l'équalion  correspondante  du 
sNsl.iue  auxiliaire  de  M.  Darhonx.  Il  faut  cependant  observer  une 
dilTérence  importante  dans  l'interprétation  des  é<pialions. 

Lors(pi'on  veut  intégrer  le  système  auxiliaire  ou.  plus  exactemenl,  le 
système  S,,  formé  du  svstème  S  el  du  système  auxiliaire,  on  clierclie 
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à  exprimer  les  valeurs  des  fonctions  z  et  oz  en  fonction  des  variables 
courantes  x,,  Xn,  . . .,  x„,  et  de  constantes  x",  u",  Bu".  Pour  la  fonc- 
tion A^,  au  contraire,  nous  voulons  une  expression  contenant  en 
général  la  totalité  des  variables  courantes  x,  u. 

L'ensemble  des  équations  de  la  forme  (45)  constitue  pour  la  déter- 
mination de  As  un  véritable  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles à  une  seule  fonction  inconnue,  mais  à  une  infinité  de  variables 
indépendantes.  En  remplaçant  les  Lp  par  leurs  valeurs,  on  donne  en 
effet  à  l'équation  (45)  la  forme  suivante 

(45')  |(a.  4-  2  ,,   '^       U?' U- . . .  U-As  =  o. 

La  fonction  z  et  ses  dérivées  p  sont  supposées  remplacées  dans 
l'équation  (45')  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  x  et  des  u. 

Le  résultat  auquel  nous  sommes  parvenus,  quoique  fort  naturel 
en  soi,  n'en  parait  pas  moins,  au  premier  abord,  surprenant  et  inat- 
tendu. Il  montre  bien,  en  tout  cas,  que  les  fonctions  d'une  infinité  de 
variables  indépendantes  sont  appelées  à  jouer  un  rôle  essentiel  dans 
l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Mais  il  semblerait  que  nous  nous  heurtons  ici  à  un  obstacle  presque 
infranchissable.  La  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  d'une 
infinité  de  variables  indépendantes  n'existe  pas  encore,  et,  par  suite, 
elle  ne  peut  nous  renseigner  ni  sur  l'existence,  ni  sur  le  degré  de  géné- 
ralité des  solutions  du  système  (45').  Devons-nous  le  considérer 
comme  un  ensemble  de  symboles  vides  de  sens  ? 

Nous  allons  montrer  que  ce  système  est  réellement  intégrable  et  dé- 
terminer la  forme  de  son  intégrale  générale. 

oV.  Expression  générale  des  fonctions  génératrices.  —  Repre- 
nons les  équations  (26)  et  (27)  qui  déterminent  ;  et  les  m,- en  fonction 
des  X,  a;",  m", 

(26)  z   =  cp  (a;,  u;»,  «»), 

(27)  «,=  ç,(.-r,,r<',««). 

Nous  allons  regarder  les  x"  comme  des  constantes  numériques  et 
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les  m"  comme  des  (niiintités  variables.  lA-nsembi»-  dos  fonctions  défi- 
nies par  la  première  de  ces  équations  embrasse  alors  la  totalité  des 
intéfjrales  du  système  S.  La  variation  oz  associée  à  chaque  intégrale 
du  système  est  définie  pai' 

(46)  '^'-2ii'""- 

Les  quantités  S?/"  ne  sont  pas  des  constantes  numériques,  mais  des 
fonctions  des  variables  initiales 

(/,-,)  0M°  =£,(./•%  //"). 

A  tout  système  de  fonctions  £,  correspond  une  transformalion  fai- 
sant correspondre  à  toute  intégrale  du  système  S  une  intégrale  infini- 
ment voisine  déterminée. 

La  fonction  génératrice  A;  n'est  autre  chose,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu,  que  Texpression  de  iz  en  fonction  des  .r  et  des  //,  lorsqu  on 
suppose  égales  à  zéro  les  variations  des  variables  indépendantes.  Pour 
obtenir  cette  expression,  il  suffira  donc  de  remplacer,  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (46).  les  variables  u"  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion des  variables  ;/. 

On  obtiendrait  ces  valeurs  en  résolvant  les  équations  (27)  par  ra|>- 
port  au\  (piantilés //».  Mais  on  évite  cette  iés<ilution  par  la  remarque 
suivante  : 

Si  les  deux  systèmes  d'éléments  [x,  «|,  l'".  ""  |  appartiennent  à  la 
même  intégrale  du  système  S,  on  peut  prendre  l'un  quelcon<pie 
d'entre  cuv  pour  système  initial,  les  variables  de  l'autre  système  étant 
les  variables  courantes 

Kn  prenant  les  x",  u"  comme  variables  initiales,  on  trouve  les  équa- 
tions (27);  en  les  prenant,  au  contraire,  comme  variabb^s  nmranles, 
les  X,  u  étant  les  valeurs  initiales,  on  trouvera  les  équations  analogues 

(48)  <  =  ?.(-r%  •'•,")• 

On  obtiendra  donc  la  fonction  caraclérisli-iue  A;  corivspondajil  à 
la  variation  0-  de  lé.piation  (  \ù  )  en  y  rempla».anl  les  quantités  u*  par 
leurs  valeurs  (.{8  )  en  fonction  des  .r  et  des  u. 
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Les  fonctions  o,(x'',x,  a),  où  Ton  regarde  les  x"  comme  des  con- 
stantes, sont  des  invariants  du  groupe  G.  Il  en  est  donc  de  même  des 
fonctions  £,(x'',  m"),  après  que  l'on  a  efTectué  les  substitutions  indi- 
quées. 

On  peut  en  déduire  Texpression  générale  des  fonctions  généra- 
trices. 

Désignons  par  Wi(x,  .r°.  n)  la  transformée  de  la  dérivée  1%   "  ^  = 

OUj  I  u,  =  q).  (x»,j:.u) 

l'expression  (4'3)  de  oz  devient  alors 

(49)  A..=lï,T,(./-,.'",«X 

les  £,  étant  des  invariants  arbitraires  du  groupe  G. 
Telle  est  Texpression  cberchée. 

52.  expression  s^é/téralc  des  transfoi'mations  infinitésimales.  — • 
Il  est  facile  d'en  déduire  celle  des  transformations  infinitésimales. 

Soit  oF  une  transformation  infinitésimale  quelconque  du 
groupe  K,  admettant  la  fonction,  génératrice  W\  si  t  désigne 
un  im'ariant  arbitraire  du  groupe  G,  £.oF  est  une  autre 
transformation  infinitésimale  du  groupe  K,  admettant  la  fonction 
génératrice  tW. 

Cette  propriété  est  évidente  pour  les  transformations  du  groupe  de 
M.  Darboux;  on  en  déduit  facilement  quelle  est  générale. 
Plus  généralement  : 

Soient  o,V,  à^F,  ...,  o^F  des  transformations  infinitésimales  du 
groupe  K,  correspondant  respectivement  aux  fonctions  géné- 
ratrices Wf,  W^,  ..  .,  Wj,.,  et  soient  en  outre  £,,  u,  ....  ip  des  inva- 
riants arbitraires  du  groupe  G;  la  transformation  infinitésimale 

£,S,F  +  s,o,F  +  ...  +  £^S^F 
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appartient  au  icroitpp  K  et  rhfl  met  pour  fonction  •■.irarhrislique 

Le  nombre/?  peut  même  croîtro  indéfiniment  jiourvu  que  les  expres- 
sions considérées  adincltenl alors  des  domaines  de  convergente. 

Dési fanons  par  o,F  une  tranftforniation  injinilésimale  corres- 
pondant à  la  fonction  urncralrice  H*,(  x,  u)  de  la  formule  (  jO;  ;  la 
transformation  infinitésimalr  la  plus  générale  du  irroupe  R  aura 
alors  pour  expression 

I  1 

les  £,  désignant  comme  préredemmenl  drs  i  mariants  du  gntujx-  <  t. 
et  les  X  des  fonctions  entii-remeiit  arbitraires  des  x  et  des  u. 

Ce  résultat  est  une  },a'néralisalion  évidente  de  ceux  que  Lie  (')  a 
(■•tablis  pour  les  .'(piations  dilTércntielles  ordinaires. 

53.  Remarr/ues  sur  l'e/isrmhle  des  fonctions  génératrices.  — 
L'ensemble  des  lonelions  -rénéialrices  du  groupe  K.  est  linéaire  par 
rapport  aux  éléments  fondamentaux  M",,  mais  les  coefficients  au  lieu 
d'être  des  constantes  sont  des  invariants  du  groupe  G.  .Nous  pour- 
rions étendre  à  cet  ensemlile  les  princii.ales  propriétés  des  ensembles 
linéaires  étudiés  au  C.liMpiliv  II,  en  remplaçant  dans  les  raisonne- 
ments les  dérivées  ordinaires  J^  par  les  (.|»éralions  l',.  Cette  corres- 
pondance est  d'ailleurs  une  conséquence  des  relations  qui  existent 
entre  les  fonctions  génératrices  et  les  intégrales  du  système  auxiliaire 
do  M.  Darboux. 

Soit  j/i^a-,  .r", //")  une  inlégrale  du  système  auxiliaire;  en  rem- 
plaçant u"  par  sa  valeur  définie  par  récpialiou  (  |«)  en  fonction  des  x 
r[  d.-s  //  on  en  déduit  une  fonction  génératrice  M*(.r. ./".  u  t.  Indiquons 

(')    Vort.  iiber  DiJ}.  Gleich..  Kap.  15,  p.  3oS  el  suiv. 

Joarn.  de  Math.  (5-  '.ir\r),  tome  IX.  -   Ka»r    IV.  i.k>3.  " 
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— 0 

par  le  symbole  u   cjuc  iipiis  considérons  colle  quanlilé  coninic   nne 
fonction  des  x  et  des  «, 


On  a 


■\{x,x\u')  =  W{x,x\u). 

Ôlti 

et  comme  l'on  a  U/,  «,  =  o,  on  trouve  simplement 


V^W{x,x\u) 


dxk 


Les  fonctions  ^F, 'correspondent  d'une  manière  univoque  aux 
éléments  £f,par  la  formule 

Wi{x,  X\  II)  =     ^'    '_/ — - 
du, 

On  vérifie  facilement,  en  parlant  de  là,  que  si  le  paramètre  Ui 
est  d'ordre  m,  les  termes  du  moindre  degré  de  la  fonction  Wi  or- 
donnée suivant  les  puissances  des  difl'érences  x  —  x'*  sont  eux-mêmes 
d'ordre  m.  Pour  u  =  «°  la  fonction  primaire  est  la  même  cjue  celle  de 

la  tonclion  — '^^ — r— ; — —• 
au] 

54.  Ensembles  fondamentaux  de  fondions  génératrices.  — 
Toute  fonction  génératrice  •]/  (x,  u)  est  une  combinaison  linéaire  et 
homogène  des  éléments  fondamentaux  Wi(x,  x",  u),  exprimée  par  la 
formule  (49))  les  coefficients  arbitraires  £,•  étant,  comme  nous  Tavons 
vu,  des  invariants  du  groupe  G.  Supposons  maintenant  que  nous  ayons 
défini  de  ([uelquo  manière  un  ensemble  linéaire  de  fonctions  généra- 
trices 

a,  '<{;,+  rto  '|o  +  ...  -+-  a,„  (];„,-+-..., 

les  ([uanlilés  «,,  (t....  . . . ,  a,„,  . . .  étant  des  constantes  arbitraires. 

I*]n  remplaçant  ces  constantes  par  des  invariants  du  groupe  G  on 
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obtiendra  un  ensemble  de  fonctions  fjénéralrices  qui  pourra  être  plus 
général,  l'ourra-l-on  reconstituer  ainsi  l'ensemble  conipl»-!  ci.->. 
fonctions  génératrices  du  groupe  K? 

Pour  résoudre  celte  question  nous  allons  examiner  le  développeimiil 
d'une  fonction  génératrice  (luelconque  ,!/ ('./•,  tn-  Considérons  l'idcntilé 

•l  (  .1-,  Il  )  =    V  £,(./•.  ./■".  //  1  M"   I    '  .    /  ".  //  ». 

La  l'onction  ^(j,-,  «_)  équivaut  à  une  sarialion  iiiliiiitésiniale  oc  du 
groupe  de  M.  Darboux,  et  cette  luènie  vaiialioii  o;  pouriail  s'obtenir 
par  la  variation  des  variabh-s  initiales  u"  dans  la  lot  mule 

z  —  o('x-, ./;%  //"  ). 
De  telle  sorte  que  l'on  a,  eu  \crUi  des  écpialions  (  fS), 

>  — — 0//     =     >   £,(./•.   /■    .  Il  \^\     (    r.   /  ".  //  I. 

^         ,)ii]>  '        ^   ' 

I  !■     •      '        Oo{U:,  JL",  H"\  .     .  •         I         ,        •     11-    /  a  V   -1 

et  comme  la  flerivee  — r-s- — -    est  eciunalenle  a  4  ,<.r,  ./■,//)  il  en 

du"  '  .  ,  7     . 

résulte  t[ue   eu"  est  é(juivalent  à   £,(./•,./.",  «j,    en  vertu  des  ménu> 

é(|ualions  (^8).  Or  on  |)eut  construire  o«,  à  l'aide  de  oz. 

Soit    W,=  0,(.'',  ;,/>),   nu   rll    tlic 

<>-  ■^■"/'ïi.  ai)  •  •  •  ■  ï/i 

Si  l'on  considère  la  variation  particulière  o;  «pii  correspond  .i  la 
fonction  génératrice  l»  on  ti-ou\e 

«^".=  T--^  ^  l.„.  -  - —  ^'''' u;-, ...,  u- •}. 

O-  ^^  "/'»n  ai>  ■  •  •<   ï.i 

Représentons  l'expression  du  second  membre  p.nH,v}/,  el  écrivons 
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Faisons  x  ==  a;",  ol  aiuihiions  aux  a  les  valeurs  arbitraires  a";  on  a 
alors 

C,(.X-»,X",«.»  )  =  ©,'}  !.,„,„„. 

Cette  condition  ne  détermine  pas  d'ailleurs  complètement  les  inva- 
riants £/  quand  on  regarde  les  m"  comme  des  constantes  numériques; 
ces  invariants  sont  définis  par  la  condition  de  se  réduire,  pour  x,  =^  a;", 
x.^  =  a;°,  . .  . ,  a7„  =  x\,  à  àes  fonctions  arbitraires àes  u.  Pour  achever 
de  les  déterminer  il  ne  suffit  donc  pas  de  connaître  les  valeurs  numé- 
riques ii(x,  x^jU"),  il  faut  avoir  aussi  Vensemhle  de  leurs  dérivées  par 
rapport  aux  variables  m,  pour  le  même  système  de  valeurs  initiales. 

La  fonction  Wi{x,  x",  u)  est  caractérisée  parles  conditions  suivantes, 
(|ui  ont  lieu  pour  x  =  j,  "  quelles  que  soient  les  valeurs  des  m, 

(5o) 

|0,^^,=  o  (ji^i). 

Supposons  que  l'ensemble  considéré  de  fonctions  possède  un  degré 
suffisant  de  généralité  pour  qu'on  puisse  choisir  arbitrairement  les 
valeurs  numériques  des  expressions  0/];  quand  on  attribue  aux  x  et 
aux  u  des  valeurs  constantes  arbitraires  a;",  m".  Il  sera  alors  possible 
de  choisir  les  coefficients  a^  de  manière  que  les  équations  (5o)  aient 
lieu,  non  pas  identiquement  quels  que  soient  les  w,  mais  pour  les 
valeurs  constantes  x",  u".  Les  valeurs  considérées  des  a^-  sont  des 
fonctions  des  quantités  x",  u",  ai^{x'',u'').  Remplaçons  dans  ces 
fonctions  les  quantités  u"  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  x  et  des  u 
données  par  les  équations  (48). 

Les  constantes  a/^^x",  u")  sont  alors  remplacées  par  des  invariants 
du  groupe  G,  t/^Çx,  x",  u),  satisfaisant  à  la  relation  suivante  quels  que 
soient  les  u, 

£a(x-%  x",  u)  =  ak{x\  u). 

La  fonction  génératrice  correspondante 
satisfera  donc  aux  équations  (5o)  quels  que  soient  les  m,  pour  x  —  x". 
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Nous  dirons  pour  celle  raison  (jue  l'ensemble  consitlén'- 

I  =  -«*■■!'* 

est  fondamcnlal  s'il  est  possible  d'attribuer  aux  constantes  a  des 
valeurs  telles  que  les  expressions  0,'^  [)rennent  des  valeurs  numé- 
riques arbitraires  quand  on  donne  aux  variables  x,  u  des  valeurs 
initiales  quelconques  x",  «". 

On  retrouve  cette  notion  d'ensemble  fondamental  dans  Ictudc  de 
la  transilivilé  des  groupes. 

5o.  Transformations  équivalentes.  —  Nous  dirons  que  deux 
transformations  infinitésimales  sont  équivalentes  si  elles  admettent  la 
même  fonction  génératrice. 

Doux  transformations  équivalentes  appliquées  suctessivemenl  à 
une  intégrale  donnée  conduisent  toujours  à  la  même  intégrale  trans- 
formée. 

Soient  of  et  o,f  deux  transformations  équivalentes.  On  a  entre 
elles  une  relation  identique  de  la  forme 

* 

Supposons  que  y  soit  un  invariant  du  groupe  (î;  la  relation  précé- 
dente donne  alors 

(5i)  oJ=cf. 

Réciproquement,  si  la  relation  Cii)  a  lieu  pour  toute  transforma- 
tion S,  équivalente  à  o,  il  est  évident  que  la  fonction  considérée  /  est 
un  invariant  du  groupe  (î. 

5(>.  L'accolade  (le  Lie.  —  Supposons  que  deux  transformations  0,0, 
admettent  respectivement  les  fonctions  génératrices  M*.  ^1',.  Formons 
la  parenthèse  (où,)/.  Soit 

?î/=\r  +  y:cx,Vj,/, 


454  J.     I.E     ROUX. 

On  a,  à  cause  de  la  pcrmutabilité  des  opérations  U^  et  A, 

(52)  (So,  )f  =  (AA,  )/  +  2 (^^.  ^*  -  ^.  ^-^-a)  U,/. 

Les  deux  transformations  (SS.)  et(AA,)  sont  donc  équivalentes  et 
admettent  par  conséquent  la  même  fonction  jifénératrice. 
Cette  fonction  génératrice  a  pour  expression 

(AA, )=  =  AA,  -  -  A,  ^z  =  ^W,  -  A,  W. 

Donc,  quand  on  connaît  deux  fonctions  génératrices  W  et  W,,  on 
peut  en  déduire  une  troisième 

AiF.-A,V=y^A./,— y^A.«,, 

'  ^d  du,       '       ^^du,     '     " 

ou  encore,  en  introduisant  les  opérations  0,  des  équations  (5o), 

Nous  représenterons  cette  fonction  génératrice  par  le  symbole 

suivant  la  notation  employée  par  Lie(')  pour  les  transformations  de 
contact. 

57.  Pi-opi-iétés  des  accolades  de  Lie.  —  Les  accolades  de  Lie 
satisfont  aux  relations  suivantes,  où  les  s  désignent  des  invariants  du 
groupe  G  : 

(53)  ; 

!^,-  !^i^.,  ^t\  I  +  I^A- 1^/,  ^,-!  i  +  ;  V,  |T„  ^,1 1  =  o. 

(')   Transf.  Grupp.,  t.  II,  p.  820. 
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Prenons  la  suito  des  t'U'inrnls  fondaiiit-nlaux  de  l'ensemble  des 
fonctions  caractéristifiues  ("19)  et  formons  avec  deux  (luelconques 
d'entre  elles  raccolade  (le  Lie  ;H*,,M\',. 

Comme  le  résultat  appartient  encore  à  l'ensemble,  on  a  nécessai- 
rement 

(54)  \W,,W,[^2'''.^" 

les  coefficients  £,*,  étant  des  invariants  du  ^'roupe  G,  et  satisfaisant 
aux  relations  suivantes  : 

Nous  avons  défini  dans  ce  (pii  précède  les  éléments  prin(i[.au\  <lont 
la  considération  s'impose  .[uand  on  veut  entreprendre  une  élude 
rationnelle  des  ensembles  d'inléj^rales. 

Nous  en  ferons  quelques  applications  dans  un  prochain  Mémoire. 
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